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ABSTRAK 

Pendekatan fungsional merupakan salah satu cara mengkonstruksi metode iterasi untuk mencari 

akar-akar persamaan nonlinear. Pada penelitian ini, penulis mengkonstruksi metode iterasi dengan 

menggunakan fungsi 0dcxbxaxyxy 23 =+++++  dan mereduksi turunan keduanya dengan 

menggunakan fungsi 0rtxsxxxyy 23 =+++++  yang menghasilkan dua metode iterasi baru. 

Berdasarkan hasil penelitian, dua metode tersebut tersebut mempunyai orde konvergensi empat 

yang melibatkan tiga evaluasi fungsi dengan indeks efisiensi sebesar 41/3 ≈ 1,587401. Simulasi 

numerik dilakukan untuk menguji metode iterasi baru, meliputi jumlah iterasi, COC, nilai fungsi, 

galat mutlak dan galat relatif yang dibandingkan dengan metode Newton, Chebyshev, Halley dan 

Newton Ganda. Hasil numerik menunjukkan dua metode iterasi tersebut lebih efektif dalam 

menyelesaikan persamaan nonlinear. 

 

Kata Kunci: Indeks efisiensi, pendekatan fungsional, orde konvergensi, persamaan nonlinear. 
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ABSTRACT 

Functional approach is one way to construct iteration methods to find the roots of nonlinear 

equations. In this research, the author constructs an iteration method using by 

0dcxbxaxyxy 23 =+++++  and reduces the derivative of both using by 

0rtxsxxxyy 23 =+++++  that produce two new iteration methods. Based on the results of the 

study, the two methods have a four-order convergence involving three evaluation functions with an 

efficiency index of 41/3 ≈ 1,587401. Numerical simulations are performed to test the new 

iteration method which includes the number of iterations, COC, function values, absolute errors 

and relative errors compared with Newton, Chebyshev, Halley and Newton Double methods. 

Numerical results show that the two iteration methods are more effective in solving nonlinear 

equations.  

Keywords: Efficiency index, functional  approach, order of convergence, nonlinear equations. 
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PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Matematika merupakan ilmu dasar yang digunakan sebagai landasan dari 

segala ilmu dalam kehidupan sehari-hari, matematika juga berperan penting untuk 

menyelesaikan suatu permasalahan dalam segala bidang. Contohnya pada 

penyelesaian persamaan nonlinear. Pada kenyataannya, hampir sebagian besar 

persamaan nonlinear memuat bentuk matematis yang rumit serta didapatkan hasil 

yang eksak dan kompleks. 

Permasalahan yang muncul dalam menyelesaikan persamaan nonlinear 

adalah menentukan akar-akar persamaan dalam bentuk: 

.0)( =xf                                                                                                 (1.1) 

 Salah satu solusi penyelesaian yang dapat digunakan adalah dengan metode 

numerik. Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk memformulasikan 

persoalan matematika sehingga dapat dipecahkan dengan operasi perhitungan 

matematika biasa (tambah, kurang, kali dan bagi) (Febrinicko dan Rachmawati, 

2008), dengan pengoperasian perhitungan matematika tersebut bersifat berulang 

atau disebut dengan metode iterasi.  

Berbagai macam metode iterasi sudah banyak digunakan dalam 

penyelesaian persamaan nonlinear khususnya untuk menentukan akar-akar 

persamaannya seperti metode Grafik, metode Bagidua, metode Posisi Palsu, 

metode Iterasi Satu Titik Sederhana, metode Newton-Raphson, metode Secant 

dan lainnya (Chapra dan Canale, 2007). 

Metode iterasi yang sering digunakan untuk menentukan akar-akar 

pendekatan pada Persamaan (1.1) adalah metode Newton-Raphson yang dikenal 

dalam bentuk: 

)('

)(
1

n

n

nn
xf

xf
xx −=+ ,                                                                                (1.2) 

dengan =n 0, 1, 2, 3, ... dan 0)(' nxf . 



 

 

I-2 

 

   Metode Newton pada Persamaan (1.2) merupakan metode iterasi Satu 

Titik yang dihasilkan dari pemotongan deret Taylor orde satu. Metode Newton 

memiliki orde konvergensi kuadratik dan melibatkan dua evaluasi fungsi dengan 

indeks efisiensi sebesar 21/2   1,4142 (Traub, 1964). Selain menggunakan 

pemotongan deret Taylor, beberapa peneliti juga menggunakan berbagai teknik 

pendekatan untuk menghasilkan metode iterasi, salah satunya dengan pendekatan 

fungsional, seperti yang dilakukan oleh para peneliti berikut: 

  Teknik pendekatan fungsional sejak dahulu telah digunakan oleh para 

peneliti, seperti (Melman, 1997) yang mengkonstruksi metode iterasi dengan 

menggunakan persamaan )(2 xfcbxax =++ dan )(xf
cx

b
a =

+
+  yang masing-

masing dapat ditulis: 

,0,

)('

)("

)('

)("
)(211

2

1 

−−

−=+ n

xf

xf

xf

xf
xf

xx

n

n

n

n
n

nn

 

dan 

               0,
)(")()('2

)(')(2
21 

−
−=+ n

xfxfxf

xfxf
xx

nnn

nn
nn .

                     

(Amat dkk, 2003) kembali melakukan penelitian yang sama dengan menggunakan 

persamaan Hiperbola ,02 =++++ dcxybxyay  dalam bentuk:  

               

,0,
)(

)(

)(

)(
1

)(

2

1
11 













































+

+−=+ n
xf

xf

xf

xf
b

xL
xx

n

n

n

n
n

nf

nn

  

dengan

 2)('

)(")(
)(

n

nn
nf

xf

xfxf
xL = .                                                                         (1.3) 
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Seiring berkembangnya zaman, (Chun, 2007) juga mengkonstruksi metode iterasi 

dengan menggunakan persamaan Parabola 02 =+++ cbyaxx  dan

022 =++++ dcybxayx  yang masing-masing dapat ditulis:  

   ,0,
)(

)(

)(211

2
1 

























−+
−=+ n

xf

xf

xL
xx

n

n

nf

nn
                                     

dan 

            
)(

)(

)())(1(2

)()())(1(2
2

2

1

n

n

nfnn

nnnnn

nn
xf

xf

xLxfa

xfxfaxfa
xx

−+

++
−=+ , na ,      

dengan menggunakan persamaan Parabola ,02 =+++ cbxyay  (Sharma, 2007) 

mengontruksi metode iterasi dalam bentuk:  

,0,
)(

)(
)(

2

1
11 




















+−=+ n

xf

xf
xLxx

n

n
nfnn                                   

   dengan )( nf xL  di berikan pada Persamaan (1.3). Penelitian terbaru kembali 

dilakukan oleh (Amat dkk, 2008) yang mengkonstruksi metode iterasi dengan 

menggunakan persamaan Hiperbola ,0=+++ cbxyaxy dengan bentuk:    

               ,0,
)(

)(

)(2

2
1 

























−
−=+ n

xf

xf

xL
xx

n

n

nf

nn                                       

  tidak hanya menggunakan persamaan Parabola dan Hiperbola, (Gupta dkk, 2008) 

juga melakukan penelitian yang sama dengan menggunakan persamaan yang 

berbeda, yaitu mengkonstruksi persamaan Ellips 1
)x(f

)}x(fy{

k

)xx(

0

2

2

0

2

2

0 =
−

+
−

, 

yang menghasilkan metode iterasi yaitu:   

.0n,
)x(f'k)x(f

)x(f
xx

n

22

n

2

n

n1n 


=+
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Berdasarkan uraian diatas, maka pada Tugas Akhir ini penulis akan 

mengkonstruksi metode iterasi baru dari persamaan fungsi

023 =+++++ dcxbxaxyxy , supaya metode iterasi baru bebas dari turunan 

kedua, penulis mereduksinya menggunakan bentuk fungsi yang sama yaitu 

0rtxsxxxyy 23 =+++++  dengan teknik mereduksi fungsi, sama seperti yang 

telah di lakukan oleh (Chun, 2007), (Xiaojian, 2008), (Yu dan Xu, 2012), (Badrun 

dan Wartono, 2019). Oleh karena itu, pada Tugas Akhir ini penulis akan memberi 

judul “Konstruksi Metode Iterasi Tanpa Turunan Kedua Menggunakan 

Fungsi  𝒙𝒚 + 𝒚 + 𝒂𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐 + 𝒄𝒙 + 𝒅 = 𝟎”.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

 Berdasarkan uraian diatas rumusan masalah yang akan dibahas  pada 

Tugas Akhir ini adalah “Bagaimana Mengkonstruksi Metode Iterasi Tanpa 

Turunan Kedua Menggunakan Fungsi 023 =+++++ dcxbxaxyxy ?”. 

 

1.3 Batasan Masalah 

 Adapun batasan masalah pada Tugas Akhir ini yaitu fungsi-fungsi yang 

digunakan merupakan persamaan nonlinear dengan variabel tunggal dan bernilai 

riil. 

 

1.4 Tujuan Penelitian 

 Tujuan dari penelitian ini adalah:  

1. Mengkonstruksi metode iterasi baru tanpa turunan kedua dengan 

menggunakan fungsi 023 =+++++ dcxbxaxyxy . 

2. Menentukan orde konvergensi dari metode iterasi baru. 

3. Menentukan jumlah iterasi Computational Order of Convergence (COC). 

4. Mendapatkan nilai-nilai fungsi, galat relatif dan galat mutlak .)( nxf  
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1.5 Manfaat Penelitian 

 Manfaat dari penelitian ini adalah:  

1. Memberikan bentuk metode iterasi baru terhadap pengembangan keilmuan 

khususnya pada bidang metode numerik. 

2. Dapat digunakan untuk menentukan akar-akar persamaan nonlinear 

dengan orde konvergensi yang lebih tinggi dari persamaan klasiknya. 

3. Menambah bentuk baru dari metode-metode iterasi yang dapat dijadikan 

untuk menyelesaikan persamaan nonlinear. 

4. Dapat dijadikan bahan dasar untuk referensi pengembangan metode 

lainnya. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

 Sistematika penulisan tugas akhir ini mencakup lima bab, yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, dan manfaat penelitian. 

BAB II    LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi toeri-teori dasar yang digunakan dalam proses penelitian. 

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini berisi tentang langkah-langkah yang digunakan dalam 

penelitian pada tugas Akhir ini. 

BAB IV  HASIL DAN PEMBAHASAN 

Bab ini berisi tentang pembahasan dan pemaparan hasil penelitian pada 

Tugas Akhir. 

BAB V  PENUTUP 

Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran yang diperoleh dari 

penelitian yang telah dilakukan. 

 



 

 

BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

Teori dasar yang digunakan sebagai acuan pada penulisan tugas akhir ini, 

yaitu deret Taylor, orde hampiran, orde konvergensi, Computational Order of 

Convergence (COC), indeks efisiensi, metode iterasi yang dikonstruksi dari fungsi 

linear dan metode iterasi yang dikonstruksi dari fungsi kuadratik. 

 

2.1 Deret Taylor 

Pada persoalan matematika, terdapat beberapa fungsi )(xf yang bentuknya  

kompleks seperti fungsi 
xexf =)( , sehingga kita akan mengalami kesulitan dalam 

perhitungannya tanpa mengunakan kalkulator atau komputer. Salah satu solusi 

penyelesaian dari persoalan tersebut adalah dengan menggunakan deret Taylor 

karena deret Taylor merupakan suatu fungsi terdeferensiasi yang dapat dinyatakan 

dalam suatu deret pangkat atau suku banyak (polynomial) dengan suku yang tak-

terhingga. Deret ini dapat dianggap sebagai limit polynomial Taylor.  

Teorema 2.1 (Purcell, 2008) Misalkan f  fungsi yang turunan ke- )1( +n , 

( ) )(1 xf n+
 ada untuk masing-masing x  dalam interval terbuka I yang mengandung 

a. Maka untuk masing-masing x dalam I dengan bentuk: 

      )()(
!

)(
)(

!2

)(
))((')()(

)(
2

''

xRax
n

af
ax

af
axafafxf n

n
n

+−++−+−+=  ,   
 

dengan sisa atau galat )(xRn diberikan oleh rumus: 

          ,)(
)!1(

)(
)( 1

)1(
+

+

−
+

= n
n

n ax
n

cf
xR  dan c suatu titik di antara x dan a. 

Dengan demikian deret Taylor yang dipotong sampai suku orde ke- n  dapat ditulis 

sebagai berikut: 

        ( ) ( ) ( )
( )

2"( ) ( )
( ) ( ) '( )

2! !

n
n

n

f a f a
P x f a f a x a x a x a

n
= + − + − ++ − .     (2.1) 

Pembuktian Teorema 2.1 telah dijelaskan pada buku (Purcel, 2008).  
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Contoh 2.1 Carilah hampiran )(1 xP dan )(2 xP  kedalam deret Taylor 

dipersekitaran 10 =x  untuk 
xexf 2)( = . 

Penyelesaian 

          
xexf 2)( = , maka 

2)1( ef = ,   

xexf 22)(' = , maka 
22)1(' ef = , 

xexf 24)(" = , maka 
24)1(" ef = . 

Berdasarkan Persamaan (2.1), )(xf dihampiri dengan deret Taylor dengan )(1 xP

dan )(2 xP . 

))((')()(1 axafafxP −+=  

)1(2 22 −+= xee  

)21(2 xe +−= . 

2

2 )(
!2

)("
))((')()( ax

af
axafafxP −+−+=  

2
2

22 )1(
!2

4
)1(2 −+−+= x

e
xee  

)221( 22 xxe +−= . 

 

2.2 Orde Hampiran 

Di dalam metode numerik, fungsi )(xf  yang rumit sering digantikan 

dengan fungsi hampiran yang lebih sederhana atau dikenal dengan orde hampiran, 

karena orde hampiran merupakan salah satu cara untuk menunjukkan ketelitian 

penghampiran sebuah fungsi dan dinotasikan dengan ).( nhO  

Definisi 2.1 (Mathews, 1992) Misalkan )(hf  dihampiri dengan fungsi )(hp . 

Jika
nhMhphf − )()( , dengan M  adalah konstanta riil dan 0M , maka 

dapat dikatakan bahwa )(hp  menghampiri )(hf  dengan orde penghampiran 

)( nhO  sehingga dapat ditulis: 

         )()()( nhOhphf += , 



 

 

 

II-3 

 

dengan )( nhO  dapat diartikan sebagai orde galat hampiran fungsi.  

Umumnya h  bernilai cukup kecil yaitu kurang dari satu, sehingga semakin 

tinggi nilai n  maka galat akan semakin kecil, yang berarti semakin teliti 

penghampiran fungsinya, sehingga dapat dikatakan bahwa metode yang berorde 

)( 2hO  lebih teliti hasilnya dari pada metode yang berorde )(hO . 

Andaikan suatu fungsi dihampiri oleh deret Taylor,  

         hxx ii +=+1 , 

dengan 

,...2,1,0i =  

adalah titik-titik selebar h , maka hampiran )( 1+ixf  disekitar ix  dalam bentuk: 
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diperoleh:  
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Sebagai contoh:  )(1 2hOheh ++= adalah orde hampiran dua, 

                           )(
!2

1 3
2

hO
h

heh +++= adalah orde hampiran tiga, 

                           )(
!3

3

!2
1 4

2

hO
hh

heh ++++= adalah orde hampiran empat, 

                           )(
!4!3!2

1 5
432

hO
hhh

heh +++++= adalah orde hampiran lima. 
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2.3 Orde Konvergensi 

  Orde konvergensi adalah suatu tingkat percepatan pada metode iterasi dalam 

menghampiri akar-akar persamaan fungsi. Semakin besar orde konvergensi suatu 

metode maka akan lebih cepat dalam menghampiri akar-akar persamaan fungsi.  

Definisi 2.2 Galat Orde Konvergensi (Mathews, 1992) Misalkan }{ nx adalah 

sebuah barisan yang konvergen terhadap   dan himpunan −= nn xe  untuk 

0n . Jika terdapat bilangan konstanta galat 0K dan orde konvergensi 0p , 

dengan 

 K
|e|

|e|
lim

|x|

|x|
lim

p

n

1n

np

n

1n

n
==

−

− +

→

+

→ 


,        

maka barisan }{ nx  konvergen terhadap   dengan orde konvergensi .p  

Didapatkan ,1=p ,2=p 3=p  dan ,4=p  maka barisan  
=0nnx  dikatakan 

masing-masing memiliki orde konvergensi satu, dua, tiga, dan empat.  

Definisi 2.3 Orde Konvergensi (Mathews, 1992) Diberikan −= nn xe  

merupakan galat pada iterasi ke- ,n  maka didefinisikan: 

 )( 1

1

+

+ += p

n

p

nn eOcee .           (2.2) 

 Persamaan (2.2) merupakan persamaan galat. Jika diperoleh persamaan 

galat untuk sembarang metode iterasi, maka nilai p  disebut sebagai orde 

konvergensi. Pada contoh metode Newton yang memiliki persamaan galat 

)( 32

21 nnn eOece +=+ , berdasarkan definisi mengenai orde konvergensi, dari 

persamaan galat tersebut diperoleh nilai .2=p  Sehingga terbukti bahwa metode 

Newton memiliki orde konvergensi dua. 

 

 2.4  Computational Order of Convergence (COC)  

Definisi 2.4 (Weerakon & Fernando, 2000) Misalkan   adalah akar dari )(xf  

dan andaikan ,1+nx nx  dan 1−nx  berturut-turut adalah iterasi yang dekat dengan 

,  maka Computational Order of Convergence (COC) yang dilambangkan 

dengan   dapat diaproksimasikan dengan menggunakan rumus: 
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)/()(ln

)/()(ln

1

1






−−

−−


−

+

nn

nn

xx

xx
.         

Dikatakan bahwa ,11 −= ++ nn xe  maka Computational Order of Convergence 

(COC) dari suatu barisan  
0nnx  adalah: 

1

1

/ln

/ln

−

+


nn

nn

ee

ee
 .  

Contoh 2.2 Diberikan fungsi nonlinear ,2)( 2 −= xxf  tentukan iterasi fungsi 

tersebut dengan nilai awal 10 =x
 

dan 41421356,1= menggunakan metode 

Newton. 

Penyelesaian  

2)( 2 −= xxf , 

xxf 2)(' = . 

Selanjutnya, nilai 
1x  dapat dihitung dengan menggunakan metode Newton yang 

diberikan nilai awal 10 =x , sehingga diperoleh:  

)('

)(

0

0

01
xf

xf
xx −= , 

)2(

)1(
11

−
−=x , 

.5,11 x  

Digunakan cara yang sama secara berturut-turut, diperoleh:  

41666667,12 x , 41421569,13 x  ,  4142156,14 x  dan 41421356,15 x . 

Tentukan nilai ,1 ,2 , ,n  sehingga didapat:  

)()(ln

)()(ln

01

12

1





−−

−−
=

xx

xx
 

)41421356,11()41421356,15,1(ln

)41421356,15,1()41421356,141666667,1(ln

−−

−−
=  

25751652,2= . 
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Cara yang sama diperoleh nilai 98391945,12 = , 99975445,13 =  dan 

99999989,14 = . 

Hasil COC dari Metode Newton ditunjukkan pada Tabel 2.1 berikut: 

 Tabel 2.1 Hasil Iterasi dari COC Metode Newton 

 

n  nx  1−− nn xx  COC 

1 1,5 0,5 - 

2 1,41666667 8,33333333e-01 2,25751652e+00 

3 1,41421569 2,45098039e-02 1,98391945e+00 

4 1,41421356 2,12389982e-04 1,99975445e+00 

5 1,41421356 1,59486182e-12 1,99999989e+00 

Berdasarkan Tabel 2.1 dapat dilihat bahwa metode Newton memiliki orde 

konvergensi dua dengan .2  

 2.5  Indeks Efisiensi  

Definisi 2.5 (Traub, 1964) Misalkan q  adalah jumlah dari evaluasi pada fungsi 

atau salah satu dari derivatifnya, maka efisiensi dari suatu metode diukur dengan 

indeks efisiensi yang didefinisikan oleh: 

         
q

1

pE = ,     

dengan p  adalah  orde konvergensi dari dari suatu metode. 

Contohnya, metode Newton memiliki orde konvergensi dua dan melibatkan 

dua evaluasi fungsi yaitu )( nxf  dan ),(' nxf  sehingga indeks efisiensi metode 

Newton adalah .4142,12 2
1

  Metode Chebyshev memiliki orde konvergensi tiga 

dan melibatkan tiga evaluasi fungsi yaitu ),( nxf )(' nxf  dan ),(" nxf  sehingga 

indeks efisiensi metode Chebyshev adalah .4422,13 3
1

 . 

Berdasarkan uraian diatas dapat disimpulkan bahwa metode Chebyshev lebih 

efektif jika dibandingkan dengan metode Newton. Hal itu dikarenakan indeks 

efisiensi metode Chebyshev lebih tinggi dibandingkan metode Newton. 
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2.6 Metode Iterasi yang dikonstruksi dari Fungsi Linier dan Orde  

Konvergensinya 

Selain dengan menggunakan pemotongan deret Taylor orde satu, metode 

Newton juga dapat dihasilkan dari pendekatan fungsional, yaitu dengan 

mempertimbangkan kembali persamaan fungsi linear dalam bentuk:  

         bax)x(y += .                                                                            (2.3)  

Melalui titik ( ))(, nn xyx , Persamaan (2.3) dapat ditulis menjadi: 

         bxxaxyxy nn +−=− )()()( .                                           (2.4) 

Turunan pertama dari Persamaan (2.3) adalah axy =)(' , kemudian dengan 

mengambil nxx = , maka dari turunan pertama tersebut dapat diperoleh konstanta 

a  yaitu: 

         )(' nxya = .                                                                            (2.5) 

Konstanta b dapat diperoleh dari Persamaan (2.4) dengan mengambil nxx =  

yaitu: 

         0b = .                                                                                 (2.6) 

Selanjutnya, Persamaan (2.5) dan (2.6) disubtitusikan ke Persamaan (2.4) 

sehingga diperoleh: 

        ))(()()( nnn xxxyxyxy −=− , 

atau               

        )())(()( nnn xyxxxyxy +−= .                                                      (2.7) 

Asumsikan Persamaan (2.7) berpotongan di sumbu- x  pada titik )0,( 1+nx , 

sehingga didapat 0)( 1 =+nxy  dalam bentuk:  

        )())(()( 11 nnnnn xyxxxyxy +−= ++ , 

atau 

         )())((0 1 nnnn xyxxxy +−= + .                                           (2.8) 

Apabila diberikan kondisi )(')('),()( nnnn xfxyxfxy ==  pada Persamaan (2.8), 

maka diperoleh: 
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        0))(()( 1 =−+ + nnnn xxxfxf .                                                      (2.9) 

Persamaan (2.9) merupakan bentuk dari deret Taylor orde satu, sehingga dapat 

diperoleh metode iterasi Newton-Raphson dengan bentuk:  

        )())(( 1 nnnn xfxxxf −=−
+ , 

atau                 

         0,
)(

)(
1 


−=+ n

xf

xf
xx

n

n
nn dan 0)( 

nxf .                            (2.10) 

Persamaan (2.10) merupakan metode Newton yang memiliki orde konvergensi 

satu dengan melibatkan dua evaluasi fungsi, kemudian akan dibahas mengenai 

orde konvergensi dari metode tersebut. 

Teorema 2.2 Asumsikan D  adalah akar dari fungsi )(xf dengan RDf :

yang terdiferensial pada interval terbuka .D  Jika 0x  cukup dekat ke ,  maka dari 

Persamaan (2.10) akan diperoleh galat )( 32

21 nnn eOece +=+  dengan −= nn xe  

dan ,
)('

)(

!

1 )(





f

f

j
c

j

j = ,2=j  3, 4, ... 

Bukti Misalkan   adalah akar dari ),(xf  maka .0)( =f  Asumsikan bahwa 

0)(' f  dan ,+= nn ex  selanjutnya dengan menggunakan deret Taylor 

aproksimasi )( nxf  di sekitar , diberikan oleh: 

         ( ) ...
!2

)(''
))((')()(

2
+−+−+= 


 nnn x

f
xffxf , 

misalkan += nn ex  dan ,0)( =xf  maka:  

         )(
!3

)('''

!2

)(''
)(')( 432

nnnnn eOe
f

e
f

efxf +++=


  

                   










+++=

)('

)(

)('!3

)('''

)('!2

)(''
)('

4
32










f

eO
e

f

f
e

f

f
ef n

nnn
 

        ( )2 3 4

2 3( ) '( ) ( )n n n n nf x f e c e c e O e= + + + ,                  (2.11)  

gunakan deret Taylor dari )(' nxf  disekitar   diperoleh: 

        ( )2 3 4

2 3 4'( ) '( ) 1 2 3 4 ( )n n n n nf x f c e c e c e O e= + + + + .                             (2.12) 
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Selanjutnya, Persamaan (2.11) dibagi dengan Persamaan (2.12) didapatkan: 

        
( )

( )

2 3 4

2 3

2 3 4

2 3 4

'( ) ( )( )

'( ) '( ) 1 2 3 4 ( )

n n n nn

n n n n n

f e c e c e O ef x

f x f c e c e c e O e





+ + +
=

+ + + +
 

                    
)(321

)(
32

32

43

3

2

2

nnn

nnnn

eOecec

eOecece

+++

+++
= . 

Misalkan )(432 43

4

2

32 nnnn eOecececu +++= , maka dengan menggunakan deret 

1

1+𝑢
= 1 − 𝑢 + 𝑢2 − 𝑢3 +⋯, diperoleh: 

        )()22(
)('

)( 432

23

2

2 nnnn

n

n eOeccece
xf

xf
++−+−= .                 (2.13) 

Persamaan (2.13) disubtitusikan ke Persamaan (2.10) , sehingga didapatkan: 

         ( )2 3

1 2 ( )n n n n nx x e c e O e+ = − − + ,                                                                  (2.14) 

 misalkan 11 ++ += nn ex   dan ,nn ex += maka Persamaan (2.14) menjadi:  

         )( 32

21 nnn eOece +=+ .                                                    (2.15) 

Persamaan (2.15) merupakan persamaan galat untuk metode Newton yang 

menunjukkan bahwa metode Newton memiliki orde konvergensi kuadratik. 

 

2.7     Metode Iterasi yang dikonstruksi dari Fungsi Kuadratik 

 Selain menggunakan pemotongan deret Taylor orde dua, metode 

Chebyshev dan Halley juga dapat dihasilkan dari pendekatan fungsional, yaitu 

dengan mempertimbangkan kembali persamaan fungsi kuadratik dalam bentuk:  

         02 =+++ cbxaxy .                                          (2.16) 

Melalui titik ( ))(, nn xyx  Persamaan (2.16) dapat ditulis: 

         0)()()()( 2 =+−+−+− cxxbxxaxyxy nnn .                                       (2.17) 

Turunan pertama dan kedua dari Persamaan (2.17) dengan menggunakan teknik 

turunan implisit masing-masing dapat ditulis:  

         0)(2)( =+−+ bxxaxy n ,                                         (2.18)    

dan 

         02)( =+ axy .                                           (2.19) 
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Dengan mengambil nxx =  pada Persamaan (2.19), (2.18) dan (2.17), diperoleh 

konstanta a, b dan c yang masing-masing dapat ditulis:  

         
2

)( nxy
a

−
= ,                                           (2.20) 

        )( nxyb −= ,                                          (2.21)   

         0=c .                                                         (2.22) 

Selanjutnya, persamaan (2.20), (2.21) dan (2.22) disubtitusikan ke Persamaan 

(2.17) maka diperoleh bentuk baru yaitu: 

         ( ) 0)()()(
2

)(
)()( 2 =−−+−







 −
+− nnn

n

n xxxyxx
xy

xyxy , 

atau 

         
2)(

2

)(
))(()()( n

n

nnn xx
xy

xxxyxyxy −


+−+= .                (2.23) 

Asumsikan Persamaan (2.23) berpotongan di sumbu- x  pada titik )0,( 1+nx , 

sehingga 0)( 1 =+nxy , maka diperoleh: 

         
2

111 )(
2

)(
))(()()( nn

n
nnnnn xx

xy
xxxyxyxy −


+−+= +++ , 

atau    

2

11 )(
2

)(
))(()(0 nn

n

nnnn xx
xy

xxxyxy −


+−+= ++ .                           (2.24) 

Apabila diberikan kondisi )(')('),()( nnnn xfxyxfxy ==  pada Persamaan (2.24), 

maka didapatkan:  

         0)(
2

)(
))(()( 2

11 =−


+−+ ++ nn

n

nnnn xx
xf

xxxfxf .                (2.25) 

Persamaan (2.25) berbentuk deret Taylor orde dua yang dapat diselesaikan dengan 

menggunakan dua cara sehingga didapatkan metode Chebyshev dan Halley. 
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2.7.1 Metode Chebyshev dan Orde Konvergensinya 

Metode Chebyshev dapat diperoleh dengan mempertimbangkan kembali 

Persamaan (2.25), kemudian kedua ruas persamaan tersebut ditambah dengan 

)x(f n−  dan 
2

n1n

n )xx(
2

)x(f
−


− + , sehingga diperoleh: 

        
2

11 )(
2

)(
)())(( nn

n
nnnn xx

xf
xfxxxf −


−−=−

++ .                (2.26) 

Selanjutnya, kedua ruas pada Persamaan (2.26) dikali dengan 
)(

1

nxf 
 maka 

diperoleh:  

         
2

n1n

n

n

n

n

n1n )xx(
)x(f2

)x(f

)x('f

)x(f
xx −




−−=− ++ ,         

atau  

         
2

n1n

n

n

n

n

n1n )xx(
)x(f2

)x(f

)x('f

)x(f
xx −




−−= ++ .                            (2.27) 

Kemudian substitusi 
)('

)(
1

n

n
nn

xf

xf
xx −=−+  pada Persamaan (2.27) sehingga 

diperoleh metode Chebyshev yaitu:  

         
)x(f2

)x(f)x(f

)x('f

)x(f
xx

n

3

n

2

n

n

n

n1n



−−=+ .                             (2.28) 

Persamaan (2.28) merupakan metode Chebyshev yang memiliki orde konvergensi 

tiga dengan melibatkan tiga evaluasi fungsi, kemudian akan dibahas mengenai 

orde konvergensi dari metode tersebut. 

Teorema 2.3 Asumsikan D  adalah akar dari fungsi )(xf dengan RDf :

yang terdiferensial pada interval terbuka .D  Jika 0x  cukup dekat ke ,  maka 

Persamaan (2.28) diperoleh galat
 

)()2( 432

231 nnn eOecce ++−=+  dengan −= nn xe  

dan ,
)('

)(

!

1 )(





f

f

j
c

j

j = ,2=j  3, 4, ...
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Bukti Misalkan   adalah akar dari ),(xf  maka .0)( =f  Asumsikan bahwa 

0)(' f  dan ,+= nn ex  selanjutnya dengan menggunakan deret Taylor 

aproksimasi )( nxf  di sekitar , diberikan oleh: 

         ( ) ...
!2

)(''
))((')()(

2
+−+−+= 


 nnn x

f
xffxf , 

misalkan += nn ex  dan ,0)( =xf  maka:  

         )(
!3

)('''

!2

)(''
)(')( 432

nnnnn eOe
f

e
f

efxf +++=


  

                   










+++=

)('

)(

)('!3

)('''

)('!2

)(''
)('

4
32










f

eO
e

f

f
e

f

f
ef n

nnn
 

        ( )2 3 4

2 3( ) '( ) ( )n n n n nf x f e c e c e O e= + + + ,                  (2.29)  

gunakan deret Taylor dari )(' nxf  disekitar   diperoleh: 

        ( )2 3 4

2 3 4'( ) '( ) 1 2 3 4 ( )n n n n nf x f c e c e c e O e= + + + + ,                             (2.30) 

dengan melakukan hal yang sama, ekspansi )(" nxf  disekitar   dalam bentuk: 

        ))(201262)(()( 43

5

2

432 nnnnn eOecececcfxf ++++=  .    (2.31) 

Selanjutnya, Persamaan (2.29) dibagi dengan Persamaan (2.30) didapatkan: 

        
( )

( )

2 3 4

2 3

2 3 4

2 3 4

'( ) ( )( )

'( ) '( ) 1 2 3 4 ( )

n n n nn

n n n n n

f e c e c e O ef x

f x f c e c e c e O e





+ + +
=

+ + + +
 

                    
)(321

)(
32

32

43

3

2

2

nnn

nnnn

eOecec

eOecece

+++

+++
= . 

Misalkan )(432 43

4

2

32 nnnn eOecececu +++= , maka dengan menggunakan deret 

1

1+𝑢
= 1 − 𝑢 + 𝑢2 − 𝑢3 +⋯, diperoleh:    

        )()22(
)('

)( 432

23

2

2 nnnn

n

n eOeccece
xf

xf
++−+−= .                 (2.32) 

Kemudian, Persamaan (2.29) dikuadratkan dan dikali dengan Persamaan (2.31) 

maka diperoleh: 
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         )()46(2)()( 432

23

2

2

2

nnnnn eOeccecxfxf +++= .                (2.33) 

Persamaan (2.30) dipangkatkan tiga kemudian dikali dua sehingga didapatkan: 

)()167224()2418(122)(2 433

2324

22

232

3

nnnnn eOecccceccecxf +++++++= .  (2.34) 

Kemudian, Persamaan (2.33) dibagi dengan Persamaan (2.34) , diperoleh: 

        )e(Oe)c4c3(ec
)x(f2

)x(f)x(f 4

n

3

n

2

23

2

n2

n

3

nn

2

+−+=



.   (2.35)  

Persamaan (2.32) dan Persamaan (2.35) disubstitusikan ke Persamaan (2.28) 

diperoleh: 

         )()2( 432

231 nnnn eOeccxx ++−+=+ ,                             (2.36) 

misalkan 11 ++ += nn ex   dan ,nn ex +=  maka Persamaan (2.36) menjadi:  

         )()2( 432

231 nnn eOecce ++−=+ .                                                     (2.37) 

Persamaan (2.37) merupakan persamaan galat untuk metode Chebyshev yang 

menunjukkan bahwa metode Chebyshev memiliki orde konvergensi kubik. 

 

2.7.2 Metode Halley dan Orde Konvergensinya 

Metode Halley dapat diperoleh dengan mempertimbangkan kembali 

Persamaan (2.25), kemudian kedua ruas persamaan tersebut ditambah dengan 

)( nxf− , sehingga diperoleh:    

         )()(
2

)("
))(( 2

11 nnn

n

nnn xfxx
xf

xxxf −=−+−
++ .                                (2.38) 

Keluarkan )( 1 nn xx −+  pada Persamaan (2.38) maka diperoleh: 

         )()(
2

)(
)(')( 11 nnn

n

nnn xfxx
xf

xfxx −=







−


+− ++ .                               (2.39) 

Selanjutnya, kalikan kedua ruas pada Persamaan (2.39) dengan 

)(
2

)(
)('

1

1 nn

n

n xx
xf

xf −


+ +

, sehingga diperoleh:  
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))(()('2

)(2

1

1

nnnn

n
nn

xxxfxf

xf
xx

−+

−
=−

+

+ ,  

atau 

         
))(()('2

)(2

1

1

nnnn

n
nn

xxxfxf

xf
xx

−+
−=

+

+ .                            (2.40) 

Kemudian, substitusi 
)('

)(
1

n

n
nn

xf

xf
xx −=−+  pada Persamaan (2.40), maka 

diperoleh metode Halley yaitu:  

         
)()()('2

)(')(2
21

nnn

nn
nn

xfxfxf

xfxf
xx

−
−=+ .                             (2.41) 

Persamaan (2.41) merupakan metode Halley yang memiliki orde konvergensi tiga 

dengan melibatkan tiga orde konvergensi, kemudian akan dibahas mengenai orde 

konvergensi dari metode tersebut. 

Teorema 2.4 Asumsikan D  adalah akar dari fungsi )(xf dengan RDf :

yang terdiferensial pada interval terbuka .D  Jika 0x  cukup dekat ke ,  maka 

Persamaan (2.41) diperoleh galat
 

)()( 432

231 nnn eOecce ++−=+  dengan −= nn xe

dan ,
)('

)(

!

1 )(





f

f

j
c

j

j = ,2=j  3, 4, ...
 

Bukti Misalkan   adalah akar dari ),(xf  maka .0)( =f  Asumsikan bahwa 

0)(' f  dan ,+= nn ex  selanjutnya dengan menggunakan deret Taylor 

aproksimasi )( nxf  di sekitar , diberikan oleh: 

         ( ) ...
!2

)(''
))((')()(

2
+−+−+= 


 nnn x

f
xffxf , 

misalkan += nn ex  dan ,0)( =xf  maka:  

         )(
!3

)('''

!2

)(''
)(')( 432

nnnnn eOe
f

e
f

efxf +++=


  

                   










+++=

)('

)(

)('!3

)('''

)('!2

)(''
)('

4
32










f

eO
e

f

f
e

f

f
ef n

nnn
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        ( )2 3 4

2 3( ) '( ) ( )n n n n nf x f e c e c e O e= + + + ,                  (2.42)  

gunakan deret Taylor dari )(' nxf  disekitar   diperoleh: 

        ( )2 3 4

2 3 4'( ) '( ) 1 2 3 4 ( )n n n n nf x f c e c e c e O e= + + + + ,                             (2.43) 

dengan melakukan hal yang sama, ekspansi )(" nxf  disekitar   dalam bentuk: 

        ))(201262)(()( 43

5

2

432 nnnnn eOecececcfxf ++++=  .    (2.44) 

Kali dua Persamaan (2.42) kemudian dikali lagi dengan Persamaan (2.43), maka 

didapatkan: 

         )()48(62)()(2 432

23

2

2 nnnnnn eOeccecexfxf ++++= .                (2.45) 

Kuadratkan Persamaan (2.43) kemudian dikali 2 maka diperoleh: 

         )()2416()812(82)(2 43

324

22

232

2

nnnnn eOeccceccecxf ++++++= .    (2.46) 

Selanjutnya, kalikan Persamaan (2.42) dengan Persamaan (2.44) sehingga 

didapatkan: 

        )()128()62(2)()( 43

432

2

3

2

22 nnnnnn eOeccceccecxfxf +++++= .   (2.47) 

Kurangkan Persamaan (2.46) dengan Persamaan (2.47) diperoleh: 

)e(Oe)cc16c4(e)c6c6(ec62)x(f)x(f)x(f2 4

n

3

n324

2

n

2

23n2nnn

2 ++++++=−  

                                                                                                   (2.48) 

Kemudian, Persamaan (2.45) dibagi dengan Persamaan (2.48) maka didapatkan: 

        )()(
)()()(2

)()(2 432

232 nnn

nnn

nn eOecce
xfxfxf

xfxf
++−+=

−


.                           (2.49) 

Persamaan (2.49) disubstitusikan ke Persamaan (2.41) diperoleh hasilnya yaitu: 

         )()( 432

231 nnnn eOeccxx ++−+=+ ,                             (2.50) 

misalkan 11 ++ += nn ex   dan ,nn ex +=  maka Persamaan (2.50) menjadi : 

         )()( 432

231 nnn eOecce ++−=+ .                                                    (2.51) 

Persamaan (2.51) merupakan persamaan galat untuk metode Halley yang 

menunjukkan bahwa metode Halley memiliki orde konvergensi kubik. 



 

 
 

BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

 

 Pada bab ini, metodologi yang digunakan dalam penyelesaian Tugas Akhir 

ini adalah metode studi kepustakaan yang bertujuan untuk mengumpulkan data 

dan informasi-informasi yang berasal dari sumber berupa buku, jurnal, dan artikel 

yang berhubungan dengan penelitian ini. 

 Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam metodologi penelitian ini 

adalah: 

1. Diberikan persamaan fungsi yaitu:  

             023 =+++++ dcxbxaxyxy .                                    (3.1) 

2. Melalui titik ))(,( nn xyx , Persamaan (3.1) dapat ditulis: 

23 )()())()(())()()(( nnnnn xxbxxaxyxyxyxyxx −+−+−+−−                                                   

0)( =+−+ dxxc n .                                      (3.2) 

3. Menentukan turunan pertama dan turunan kedua dari Persamaan (3.2) 

menggunakan turunan implisit, maka diperoleh:  

a. Turunan pertama 

             0)(2)(3))()(()(')1)(( 2 =+−+−+−++− cxxbxxaxyxyxyxx nnnn  (3.3) 

b. Turunan kedua  

02)(6)('2)(")1)(( =+−+++− bxxaxyxyxx nn .                               (3.4) 

4. Mendapatkan konstanta b , c dan d  berturut-turut dari Persamaan (3.4), (3.3) 

dan (3.2) dengan mengambil nxx = . 

5. Mensubstitusikan konstanta cb,  dan d  ke Persamaan (3.2), sehingga 

diperoleh:  

    23 )(
2

)('2)("
)())()(())()()(( n

nn
nnnn xx

xyxy
xxaxyxyxyxyxx −







 +
−−+−+−−    

                                     0))((' =−− nn xxxy .                         (3.5) 



 
 

 

III-2 
 

6. Asumsikan bahwa Persamaan (3.5) berpotongan pada sumbu-x dititik 

)0,( 1+nx dan diberikan kondisi )()( nn xfxy = , )(')(' nn xfxy = , dan 

)('')('' nn xfxy = , sehingga diperoleh bentuk umum yaitu: 

   023 =+++ DChBhAh ,                                                                   (3.6) 

dengan 

nn xxh −= +1 , 

aA = , 








 +
−=

2

)x('f2)x("f
B nn

, 

))x(f)x('f(C nn +−= , 

)x(fD n−= . 

7. Menentukan bentuk umum metode iterasi baru dari Persamaan (3.6) dengan 

menggunakan dua cara yang telah digunakan pada persamaan kuadratik untuk 

memperoleh metode Chebyshev dan Halley yaitu dalam bentuk:  

    
C

DBhAh
h

−−−
=

23

1 ,                                                                       (3.7) 

       dan 

    
CBhAh

D
h

++

−
=

22
.                                                                          (3.8)              

8. Menghilangkan )('' nxf  pada Persamaan (3.7) dan (3.8) dengan 

menggunakan persamaan 0rtxsxxxyy 23 =+++++ , yaitu: 

                 
1x

s2)x(6)x('f2
)x("f

n

nn

n
+

++
−= .                                                      (3.9) 

9. Persamaan (3.9) disubtitusikan ke Persamaan (3.7) dan (3.8) maka diperoleh 

dua metode iterasi baru tanpa turunan kedua. 

10. Menentukan orde konvergensi dan indeks efisiensi berdasarkan dua 

persamaan iterasi yang dihasilkan. 

11. Membuat simulasi numerik menggunakan bahasa pemrograman Maple 13. 

 



 

 

BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Konstruksi metode iterasi selain menggunakan deret Taylor juga dapat 

melalui pendekatan fungsional, salah satunya dari persamaan fungsi 

023 =+++++ dcxbxaxyxy  yang menghasilkan dua metode iterasi baru dan 

kedua metode iterasi tersebut memiliki orde konvergensi tiga, untuk menghidari 

penggunakan turunan kedua maka digunakan Persamaan (4.14), sehingga 

didapatkan dua metode iterasi baru yaitu metode iterasi Tipe A tanpa turunan 

kedua pada Persamaan (4.15) dan metode iterasi Tipe B tanpa turunan kedua pada 

Persamaan (4.25). 

Berdasarkan analisis orde konvergensi, Persamaan (4.15) dan Persamaan 

(4.25) memiliki orde onvergensi empat dengan 0=  yang melibatkan tiga 

evaluasi fungsi yaitu )(),(' nn wfxf dan )( nxf , memiliki indeks efisiensi sebesar  

41/3 ≈ 1,587401, yang masing-masing galatnya dapat ditulis sebagai berikut:  

)()52( 543

2

2

2321 nnn eOecccce +++−=+  dan )()2( 54

32

3

21 nnn eOeccce +−=+ .  

 Berdasarkan hasil simulasi numerik, metode iterasi baru Tipe A dan Tipe B 

yang diperoleh, cepat mencapai kekonvergenan dan lebih efektif digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan nonlinear dalam menghampiri akar persamaan jika 

dibandingkan dengan metode Newton, metode Chebyshev, metode Halley, dan 

metode Newton Ganda. Hal ini ditunjukkan oleh jumlah iterasi yang lebih sedikit 

dibandingkan dengan beberapa metode tersebut. 

5.2    Saran  

Pada tugas akhir ini, penulis termotivasi oleh Chun (2007) yang 

mengonstruksi metode iterasi dari persamaan parabola 02 =+++ cbyaxx  dan

022 =++++ dcybxayx , lalu turunan kedua dari metode iterasi tersebut dapat 

dihilangkan dengan mereduksi dari persamaan lain seperti yang telah dilakukan 

oleh Xiaojian (2008), Yu dan Xu (2012), Badrun dan Wartono (2019).  
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Penulis juga menggunakan COC dan indeks efisiensi untuk melihat orde 

konvergensi dan keefektifan kedua metode iterasi baru. Selanjutnya, Penulis 

menyarankan kepada pembaca untuk mengembangkan hasil konstruksi pada 

Tugas Akhir ini agar mendapatkan metode iterasi baru dengan orde konvergensi 

tinggi dan lebih efektif  digunakan dalam menyelesaikan persamaan nonlinear. 
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