
 
 

BAB II 

LANDASAN TEORI 

Pada bab ini terdapat penjelasan materi pendukung yang akan digunakan 

penulis untuk menyelesaikan permasalahan yang akan dibahas pada bab 

selanjutnya. Adapun materi pendukungnya adalah: 

2.1 Pengertian Matriks dan Jenis–jenis Matriks 

Pada sub bab ini menjelaskan tentang pengertian matriks dan jenis–jenis 

matriks. Adapun pengertian dari suatu matriks dijelaskan sebagai berikut: 

Definisi 2.1 (Anton, 2004) Suatu matriks (matrix) adalah jajaran empat persegi 

panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut 

entri dari matriks. Ukuran dari suatu matriks dinyatakan dalam jumlah baris 

(horizontal) dan kolom (vertikal) yang dimilikinya.  

Matriks dinotasikan dengan huruf besar ( A , B , dan seterusnya), dan entri-

entri dari matriks dinotasikan dengan huruf kecil. Entri yang terletak pada baris i  

dan kolom j  dalam matriks A  dinyatakan sebagai  ija . Matriks dengan m  

baris dan n  kolom disebut matriks nm . 

Bentuk umum dari matriks nmA    adalah: 

.
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22221
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   (2.1)

                                       

Jumlah baris dan kolom menentukan ordo (dimensi) dari matriks. Jika 

jumlah baris dari suatu matriks sama dengan jumlah kolomnya  nm   maka 

matriks tersebut dinamakan matriks bujursangkar. 

Berikut ini terdapat beberapa jenis matriks, diantaranya adalah: 

1. Matriks Bujursangkar 

Matriks bujursangkar yaitu matriks yang banyak barisnya sama dengan 

banyak kolomnya. Dengan kata lain matriks tersebut berordo nn .  
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Contoh 2.1  

Diberikan matriks bujursangkar sebagai berikut: 

.

987

654

321

3

















A  

Matriks di atas mempunyai ordo 3, sedangkan entri yang terletak pada 

diagonal utamanya adalah 1, 5, dan 9. 

2. Matriks Identitas 

Matriks identitas atau yang disebut matriks satuan adalah matriks 

bujursangkar dengan bilangan 1 terletak pada diagonal utama sedangkan 

bilangan 0 terletak diluar diagonal utama. nI  digunakan untuk menuliskan 

matriks satuan berukuran nn . 

Contoh 2.2   

Matriks identitas berukuran nn  dinyatakan sebagai 

.

100

010

001





























nI  

Matriks identitas ukuran 22   dan 33  yaitu: 

.

100

010

001

,
10

01
32

























 II  

3. Matriks Diagonal 

Matriks diagonal adalah matriks bujursangkar yang semua entri-entrinya 

bernilai nol, kecuali entri-entri diagonal utama, biasanya diberi lambang D . 

Contoh 2.3 

Diberikan matriks diagonal ordo 33  sebagai berikut: 

.

700

070

002

















D  
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4. Matriks Segitiga 

Matriks segitiga terbagi menjadi 2 jenis antara lain: 

a. Matriks Segitiga Atas (upper triangular) 

Matriks segitiga atas adalah matriks bujursangkar yang semua entri dibawah 

diagonal utama bernilai nol. 

Matriks segitiga atas berukuran 33  dinyatakan sebagai 

.

00

0

33
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131211



















a

aa

aaa

A  

Contoh 2.4  

Diberikan matriks segitiga atas ordo 33  sebagai berikut: 

.

200

170

325





















A  

b. Matriks Segitiga Bawah (lower triangular) 

Matriks segitiga bawah adalah matriks bujursangkar yang semua entri di atas 

diagonal utama bernilai nol. 

Matriks segitiga bawah berukuran 33  dinyatakan sebagai 
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Contoh 2.5  

Diberikan matriks segitiga bawah ordo 33  sebagai berikut: 

.

207

071

005















 

A  

5. Matriks Simetris 

Matriks bujursangkar disebut matriks simetris jika TAA . Berikut matriks 

simetris untuk ordo 33  sebagai berikut: 
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.

332313

232212

131211
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Contoh 2.6  

Diberikan suatu matriks A  berukuran 33  yaitu: 























042

451

213

A  maka .

042

451

213





















TA    

Sehingga TAA , ini berarti matriks A  tersebut simetris. 

Berdasarkan contoh diatas terlihat bahwa entri-entri pada diagonal utama 

sebagai sumbu pencerminan sedangkan entri pada baris ke- i  kolom ke- j  akan 

dicerminkan sehingga sama dengan entri pada kolom ke- i  baris ke- j  jiij aa  . 

2.2 Perkalian Matriks 

Perkalian matriks dilakukan untuk mengetahui trace matriks yang akan 

dihitung dengan cara mengalikan matriks sebanyak pangkat yang diinginkan. 

Berikut diberikan beberapa definisi dan teorema yang berhubungan dengan 

perkalian matriks. 
 

a. Perkalian Matriks dengan Skalar 

Definisi 2.2 (Aryani dkk, 2016)  Jika A  adalah suatu matriks dan c adalah suatu 

skalar, maka hasil kali (product) cA  adalah matriks yang diperoleh dengan 

mengalikan masing-masing entri A  oleh c . 

Jika c  adalah suatu bilangan skalar dan ijaA   maka matriks  ijcacA   

yaitu suatu matriks cA  yang diperoleh dengan mengalikan semua elemen matriks 

A  dengan c . Mengalikan matriks dengan skalar dapat dituliskan didepan atau 

dibelakang matriks. Misalnya    cAAc  . 

.
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                                    (2.2)   
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Contoh 2.7 

Jika 





















4233

3142

2341

1215

A  dan 2c  maka,  

.

8466

6284

4682

24210

4233

3142

2341

1215

22







































A  

b. Perkalian Dua Matriks  

Definisi 2.3 (Aryani dkk, 2016) Jika A  adalah matriks rm  dan B  adalah 

matriks nr   maka hasil kali (product) AB  adalah matriks nm  yang entri– 

entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri pada baris i  dan kolom 

j  dari AB , yaitu dengan memisahkan baris i  dari matriks A  dan kolom j  dari 

matriks B . Mengalikan entri–entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut 

dan kemudian menjumlahkan hasil yang diperoleh. Definisi perkalian matriks 

mensyaratkan jumlah kolom dari faktor pertama A  harus sama dengan jumlah 

baris dari faktor kedua B  agar dapat dibentuk hasilkali AB . Jika syarat ini tidak 

terpenuhi, maka hasilkali tidak dapat didefinisikan. 

Contoh 2.8 

Diberikan matriks 



















5429

3984

7258

A  dan 





















24837

28649

07524

917310

B , sehingga  

.

997513762169

6014414673174

908714963167

24837

28649

07524

917310

5429

3984

7258





















































AB
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Teorema 2.1 (Larson, 2013) Jika ,, BA  dan C  adalah matriks dan c  adalah 

skalar, maka sifat berikut ini benar. 

a)    ,BCACAB    (hukum asosiatif pada perkalian matriks) 

b)   ,ACABCBA    (hukum distributif kiri) 

c)   ,BCACCBA    (hukum distributif kanan) 

d)      cBABcAABc  . 

Pembahasan mengenai perpangkatan suatu matriks merupakan salah satu 

bagian dari operasi matriks yang konsep dasarnya adalah perkalian matriks. Untuk 

menyelesaikan penghitungan dalam operasi matriks, khususnya perpangkatan 

suatu matriks membutuhkan prosedur yang rumit dan waktu yang lama, apalagi 

matriks tersebut berpangkat bilangan yang besar. Untuk keperluan itu, maka 

dalam aljabar matriks banyak alternatif pemecahan yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan perpangkatan suatu matriks, salah satunya adalah pemecahan 

dengan cara perkalian dua matriks atau lebih dengan matriks itu sendiri. Berikut 

diberikan definisi dan teorema mengenai perpangkatan suatu matriks. 
 

 

 

c. Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.4 (Anton, 2004) Jika A  adalah matriks bujursangkar, maka definisi 

dari pangkat bilangan bulat tak negatif dari A  adalah  

 .0,0  nAAAAIA

faktorn

n


  

Selanjutnya, Jika A  dapat dibalik, maka definisi dari pangkat bilangan bulat 

negatif dari A  adalah: 

  .1111

  


faktorn

nn AAAAA    

Teorema 2.2 (Anton, 2004) Jika A  adalah matriks bujursangkar dengan r  dan s  

adalah bilangan bulat, maka: 

  ., rssrsrsr AAAAA  
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2.3 Trace Matriks  

Definisi 2.5 (Anton, 2004) Jika A  adalah matriks bujursangkar, maka trace dari 

A , yang dinyatakan sebagai  Atr , didefinisikan sebagai jumlah entri–entri pada 

diagonal utama A . Trace dari A  tidak dapat didefinisikan jika A  bukan matriks 

bujursangkar. 

Diberikan matriks A  berukuran nn  sebagai berikut: 

,
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3333231

2232221

1131211
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maka trace dari matriks A  adalah 

 

.

.

1

332211







n

i
ii

nn

a

aaaaAtr 

 

Contoh 2.9   Diberikan matriks 





























0124

3721

4853

0721

B , maka nilai trace dari 

matriks B . 

  .110751 Btr  

Teorema berikut menjelaskan sifat – sifat trace matriks dari matriks bujursangkar. 
 

 

Teorema 2.3 (Gentle, 2007)  Jika A  dan B  adalah matriks bujursangkar dengan 

orde yang sama dan c  adalah skalar, maka berlaku: 

i.    ,TAtrAtr   

ii.    ,AtrccAtr   

iii.      ,BtrAtrBAtr   

iv.    .BAtrABtr   
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Bukti:    Diberikan matriks A  dan B  adalah sebagai berikut: 

,
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3333231

2232221

1131211
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maka 

  .332211 nnaaaaAtr             (2.3) 

dan 
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maka 

  .332211 nnbbbbBtr            (2.4) 

i. Akan ditunjukkan bahwa    TAtrAtr  . Transpose dari matriks A  yaitu: 

,
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sehingga diperoleh   .332211 nn
T aaaaAtr          (2.5) 

Berdasarkan Persamaan (2.3) dan Persamaan (2.5) maka terbukti 

   TAtrAtr  . 
 

ii. Akan ditunjukkan bahwa    AtrccAtr  , untuk c  adalah sebarang skalar. 

Diberikan:  
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sehingga diperoleh  

 
 
  .

,

,

332211

332211

Atrc

aaaac
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nn

nn











                         (2.6) 

Oleh karena itu, terbukti    AtrccAtr  . 

 

 

iii.  Akan ditunjukkan bahwa      BtrAtrBAtr  . Berdasarkan matriks 

A  dan B , diperoleh: 

,

332211

33333332323131

22232322222121
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sehingga 

         

    .
,

,

332211332211

333322221111

333322221111

nnnn

nnnn

nnnn

bbbbaaaa

babababa

babababaBAtr













     (2.7) 

Berdasarkan Persamaan (2.3) dan Persamaan (2.4) maka terbukti bahwa 

     .BtrAtrBAtr 
 

 

iv.  Akan ditunjukkan bahwa    BAtrABtr  . Dari matriks A  dan B  maka 

diperoleh: 
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sehingga 
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(2.8)     

Selanjutnya untuk     

,
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   9.2.2211
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Berdasarkan Persamaan (2.9) maka terbukti    BAtrABtr  . 
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Berdasarkan Persamaan (2.5), (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) maka Teorema 2.3 

terbukti.           

Diberikan contoh untuk menentukan trace matriks ordo 33  berpangkat bilangan 

bulat positif untuk n  genap dan n ganjil. 

Contoh 2.10 Tentukan  5Atr  dari matriks berikut: 

.

422

315

312

















A

 

Untuk mendapatkan trace matriks tersebut, maka harus dikalikan sebanyak 5 kali 

sehingga diperoleh: 

,

281222

301221

21915

422

315

312
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315
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,

21490160

21993162

15666117
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315

312

281222

301221

21915
23
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,

16066781198

16416931227

1173495876

422

315

312

21490160

21993162

15666117
34



















































 AAA  

,

1205250888998

1232452029201

880537176573

422

315

312

16066781198

16416931227

1173495876
45



















































 AAA

 

Sehingga diperoleh  

 
  .238271205252026573

.31751606693876
5

4





Atr

Atr
 

Berikut akan diberikan pembahasan mengenai trace matriks 33  

berpangkat bilangan bulat positif dan langkah–langkah pembentukan persamaan. 
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2.4 Trace Matriks 33  Berpangkat Bilangan Bulat Positif 

Pada tahun 2018, pembahasan mengenai trace suatu matriks telah dibahas 

oleh Aryani dalam makalahnya yang berjudul “Trace Matriks 33  Berpangkat 

Bilangan Bulat”. Makalah tersebut membahas mengenai bentuk umum trace dari 

matriks 33  berpangkat bilangan bulat dengan entri pada masing-masing baris 

bernilai sama. Matriks khusus 33  yang dibahas dalam penelitian tersebut 

merupakan suatu matriks singular, sehingga matriks tersebut tidak invertible. 

Akibatnya dalam penelitian tersebut hanya dibahas trace matriks khusus 33  

berpangkat bilangan bulat positif. 

Berikut diberikan langkah – langkah pembentukan persamaannya: 

1. Diberikan matriks  10.2.,,,3 Rcba

ccc

bbb

aaa

A 

















   

2. Menentukan perpangkatan matriks  2

3A  sampai  11

3A . 

 

   11.2
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   12.2
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   13.2
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   14.2
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   15.2
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   16.2
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   17.2
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   18.2
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   19.2
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   20.2

.

10

9

3
10

3
11

3























































ccc

bbb

aaa

cba

ccc

bbb

aaa

ccc

bbb

aaa

cba

AAA

 

3. Menentukan bentuk umum matriks  nA3 . 

Bentuk umum  nA3  dinyatakan dalam Teorema 2.4 berikut ini. 

Teorema 2.4 Diberikan matriks dengan bentuk  Rcba

ccc

bbb

aaa

A 

















 ,,,3  

maka  

                                       21.2
1

3




















ccc

bbb

aaa

cbaA
nn  

Persamaan (2.21) yang dinyatakan dalam Teorema 2.4 dapat dibuktikan 

dengan menggunakan induksi matematika. 
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4. Menentukan trace dari matriks  3A  sampai  11

3A . 

Berdasarkan Persamaan (2.10) maka: 

   cbaAtr 3        (2.22) 

Berdasarkan Persamaan (2.11) maka: 

   22

3 cbaAtr         (2.23) 

Berdasarkan Persamaan (2.12) maka: 

   33

3 cbaAtr         (2.24) 

Berdasarkan Persamaan (2.13) maka: 

   44

3 cbaAtr         (2.25) 

Berdasarkan Persamaan (2.14) maka: 

   55

3 cbaAtr         (2.26) 

Berdasarkan Persamaan (2.15) maka: 

   66

3 cbaAtr         (2.27) 

Berdasarkan Persamaan (2.16) maka: 

   77

3 cbaAtr         (2.28) 

Berdasarkan Persamaan (2.17) maka: 

   88

3 cbaAtr         (2.29) 

Berdasarkan Persamaan (2.18) maka: 

   99

3 cbaAtr         (2.30) 

Berdasarkan Persamaan (2.19) maka: 

   1010

3 cbaAtr        (2.31) 

Berdasarkan Persamaan (2.20) maka: 

   1111

3 cbaAtr        (2.32) 

5. Menentukan bentuk umum trace dari matriks   .3

n
A  

Bentuk umum  n
Atr 3  dinyatakan dalam Teorema 2.5 berikut ini. 
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Teorema 2.5 Jika diberikan matriks khusus dengan bentuk 

Rcba

ccc

bbb

aaa

A 

















 ,,,3

 

maka  

     33.2.3

nn
cbaAtr   

Bukti: Teorema ini akan dibuktikan menggunakan pembuktian langsung. 

Berdasarkan Teorema 2.4 maka bentuk umum  nA3  yaitu  

    .
1

3




















ccc

bbb

aaa

cbaA
nn

 

Dengan menggunakan Definisi 2.5 maka, 

   

 
 

   
   

  .

iibagian

2.3TeoremanBerdasarka

11

1

1

1

3

n

n

n

n

nn

cba

cba

cbacba

ccc

bbb

aaa

trcba

ccc

bbb

aaa

cbatrAtr











































































 

Selanjutnya bentuk umum nA3  dan  nAtr 3  yang diperoleh pada penelitian 

diaplikasikan pada contoh soal. 

2.5 Induksi Matematika  

Definisi 2.7 (Rinaldi, 2005) Induksi matematika adalah salah satu metode 

pembuktian dari banyak teorema dalam teori bilangan maupun dalam matematika 

lainnya. Induksi merupakan salah satu argumentasi pembuktian suatu teorema 

atau pernyataan matematika yang semesta pembicaraannya himpunan bilangan 

bulat atau lebih khusus himpunan bilangan asli.  
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Misalkan  np  adalah suatu proporsi/pernyataan yang akan dibuktikan 

kebenarannya untuk setiap bilangan asli n . Langkah-langkah pembuktian 

menggunakan induksi matematika adalah sebagai berikut. 

1. Basis Induksi        : Akan ditunjukkan  1p  benar, dan 

2. Langkah Induksi  : Jika  np  benar, maka  1np  juga benar untuk 1n . 

Sehingga  np  benar untuk semua bilangan bulat positif n . 

Contoh 2.11 Berikut ini akan dibuktikan Teorema 2.4 menggunakan induksi 

matematika. 

Penyelesaian: Misalkan       .,,,:
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i. Basis Induksi : Untuk 1n  maka 
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,3A  dengan memperhatikan Persamaan (2.10), maka  1p  

                                  benar.

 ii.  Langkah induksi :  Untuk kn   diasumsikan  kp  benar, yaitu:
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maka akan ditunjukkan untuk 1 kn  maka  1kp  juga benar, yaitu: 
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Pembuktiannya sebagai berikut: 
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Dengan memperhatikan Persamaan (2.34) maka  1kp  benar. 

Oleh karena Langkah (i) dan (ii) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti 

bahwa: 
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