BAB Il
LANDASAN TEORI

Pada bab Il ini penulis akan menjelaskan beberapa teori yang berkaitan
tentang matriks dan jenis-jenis matriks, perkalian matriks, trace matriks, serta

beberapa definisi dan teorema yang akan dibahas pada bab selanjutnya.

2.1 Matriks dan Jenis-jenis Matriks

Pada sub bab ini menjelaskan tentang pengertian matriks dan jenis-jenis
matriks. Adapun pengertian dari suatu matriks dijelaskan sebagai berikut :
Definisi 2.1 (Anton, 2004) Suatu matriks (matrix) adalah jajaran empat persegi
panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut
entri dari matriks.

Sebuah matriks dinotasikan dengan huruf besar seperti A, B, X, atau Z dan
lain sebagainya. Matriks dengan m baris dan n kolom disebut matriks m X n.

Misalkan m dan n adalah bilangan bulat positif, dinyatakan :

a;; Qg2 Ain
a1 4y Ao

A=| : . : (2.1)
Anm1 Am2 - Qpn

Berikut ini terdapat beberapa jenis matriks, diantaranya adalah :
1. Matriks Bujursangkar
Matriks bujursangkar adalah matriks yang banyak baris dan banyak kolomnya
sama. Dengan kata lain matriks tersebut berordo n x n.
2. Matriks Nol
Matriks nol adalah sebuah matriks yang seluruh elemen penyusunnya
merupakan bilangan nol. Matriks nol dilambangkan dengan 0.
3. Matriks Identitas
Matriks identitas adalah matriks diagonal yang elemen-elemen diagonal

utama bernilai satu. Matriks identitas disimbolkan dengan 1.
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4. Matriks Diagonal
Matriks diagonal adalah matriks bujursangkar yang semua elemen-elemen
penyusun selain diagonal utamanya bernilai nol.

5. Matriks Segitiga
Matriks bujursangkar yang semua entri diatas diagonal utamanya adalah nol
disebut matriks segitiga bawah (lower triangular) dan matriks bujursangkar
yang semua entri dibawah diagonal utamanya adalah nol disebut matriks
segitiga atas (upper triangular).
a) Matriks segitiga bawah (lower triangular)

a1 O 0
A=la; ap 0]

asz; dz; dsz

b) Matriks segitiga atas (upper triangular)

ai;; 412 4gz
0 az; aps
0 0 ass

A=

6. Matriks Simetris
Matriks simetris adalah matriks bujur sangkar yang sama dengan
transposenya yaitu A = AT dimana a;j = a;; untuk semua nilai dari i dan

j. Bentuk matriks simetris untuk ordo 3 x 3 sebagai berikut:

[d11  Aq12 Qi3
A =101 Gz Q4z3
431 d3z dz3
all aZl a‘Sl
T _

A - a12 a22 a32
| Q3 A3 Agg

2.2  Perkalian Matriks
Perkalian matriks dilakukan untuk mengetahui trace matriks yang akan

dihitung dengan cara mengalikan matriks sebanyak pangkat yang diinginkan.
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Berikut diberikan beberapa definisi dan teorema yang berhubungan dengan
perkalian matriks.

a. Perkalian Matriks dengan Skalar

Definisi 2.2 (Aryani dkk, 2016) Jika A adalah suatu matriks dan ¢ adalah suatu
skalar, maka hasil kali (product) cA adalah matriks yang diperoleh dengan
mengalikan masing-masing entri A oleh c.

Jika ¢ adalah suatu bilangan skalar dan 4 = a;; maka matriks cA = (ca;;) yaitu
suatu matriks cA yang diperoleh dengan mengalikan semua elemen matriks A
dengan c¢. Mengalikan matriks dengan skalar dapat dituliskan didepan atau
dibelakang matriks. Misalnya [C] = c[A] = [A]c

1 1 3
Contoh 2.1 Diberikan 4 =1 2 Ol,tentukan hasil dari 24 !
0 4 2
Penyelesaian :
1 1 3
Jkad=1[1 2 0
0 4 2
2 2 6
Maka24 =12 4 0.
0 8 4

b. Perkalian Matriks dengan Matriks

Definisi 2.3(Aryani dkk, 2016) Jika A adalah matriks m x r dan B adalah
matriks r X n, maka hasil kali AB adalah matriks m X n yang entri-entrinya
ditentukan sebagai berikut: untuk mencari entri dalam baris i dan kolom j dari
AB, pilihlah baris i dari matriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikanlah entri-
entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut bersama-sama dan kemudian

tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan.

3 3 4 1 2 3
Contoh 2.2 Diberikan4A =11 2 6|danB =13 5 5], tentukan A4 x B!
5 4 2 4 2 2
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Penyelesaian :

3 3 4
1 2 6
5 4 2

Jika 4 = dan B =

makaAd X B =31 24 25

25 34 39

28 29 32]

Teorema berikut merupakan sifat-sifat yang berhubungan dengan Definisi 2.2.
Teorema 2.1 (Larson, 2013) Jika A, B dan C adalah matriks dan ¢ adalah skalar,

maka sifat berikut ini benar.

a) (AB)C = A(BC), (hukum asosiatif pada perkalian matriks)
b) A(B+C)=AB+ AC, (hukum distributif Kiri)
c) (A+B)C=AC+BC, (hukum distributif kanan)

d) c(4AB) = (cA)B = A(cB).

Definisi 2.4 (Anton, 2004) Jika A adalah matriks bujursangkar, maka definisi dari
pangkat integer taknegatif dari A adalah
A°=1A"=AA..A(n>0)

n faktor

Selanjutnya, jika A dapat dibalik, maka definisi dari pangkat integer negatif dari A
adalah :
A =ADHr =4714"1..471

n faktor

Teorema berikut merupakan sifat-sifat yang berhubungan dengan Definisi 2.4.
Teorema 2.2 (Anton, 2004) Jika A adalah matriks bujursangkar dan r dan s
adalah integer-integer, maka :

ATAS — AT+S (AT)S — ATS
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2.3  Determinan Matriks dan Invers Matriks

a.  Determinan Matriks

Definisi 2.5 (Anton, 2004) Suatu hasil kali elementer (elementary product) dari
suatu matriks A, n x n, adalah hasil kali dari n entri dari A, yang tidak satu pun

berasa dari entri yang sama.

Contoh 2.3
a b c
Diberikan matriks A = |d e f] tentukan determinan dari matriks A !
g h i
Penyelesaian :
a b c
Jikamatriks A =|d e f]
g h i
a b c
maka det(4) = |A| =|d e f‘ = (aei + bgf + cdh) — (ceg + afh + bdi).
g h i

Selanjutnya akan diberikan pembahasan mengenai ekspansi kofaktor.

b.  Ekspansi Kofaktor
Definisi 2.6 (Anton, 2004) Determinan matriks A, n X n, dapat dihitung dengan
mengalikan entri-entri pada sebarang baris (atau kolom) dengan kofaktor-
kofaktornya dan menjumlahkan hasil kali- hasil kali yang diperoleh; dimana untuk
setiap1 <i <ndan1l <j<n, maka

det(A) = ay;Cyj + az;Cyj + -+ anjCy;

(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-j)
dan

det(A4) = a;1Ciy + a;2Cip + - + A Cin

(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-j)
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Contoh 2.4

3 1 0
Misalkan A={ -2 -4 3 | hitunglah det(A4) dengan menggunakan ekspansi
5 4 -2

kofaktor baris pertama dari A !

Penyelesaian :

3 1 0
det(A)=|-2 -4 3
5 4 -2
-4 3| |-2 3 -2 -4
=3 - +0
4 -2 |5 -2 5 4

= 3(-4) - ()(~11) +0
-1

C. Invers Matriks
Definisi 2.7 (Anton, 2004) Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat
matriks B yang ukurannya sama sedemikian rupa sehingga AB = BA = I, maka A

disebut dapat dibaik (invertible) dan B disebut sebagai invers (inverse) dari A.

P
A= Gera) 9™

Contoh 2.5
3 2 -1

Misalkan A=|1 6 3 | hitunglah invers dari A !
2 -4 0
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Penyelesaian :

4 1

= derpy) 29

12 4 12
6 2 -10
-16 16 16

2 4 12]
64 64 64
6 =2 10
64 64 64
(16 16 16
64 64 64 |

_ L
64

2.4 Trace Matriks
Definisi 2.7 (Anton, 2004) Jika A adalah matriks bujursangkar, maka trace dari
A (trace of A), yang dinyatakan sebagai tr(A), didefinisikan sebagai jumlah entri-
entri pada diagonal utama A. Trace dari A tidak dapat didefinisikan jika A bukan
matriks bujursangkar.

Berikut ini contoh matriks dan tracenya :

8, @, ag;
Contoh 2.6 Diberikan matriks A=|a,; a,, a, |, hitunglah nilai trace dari

a3l a32 a33
matriks A !

Penyelesaian:

tr(A) =ay; Ty, + a5

-1 7 0
I . 3 5 -8 4 . -
Contoh 2.7 Diberikan matriks B = 1 2 7 3l hitunglah nilai trace
-2 1 0

dari matriks B !

Penyelesaian:
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tr(B)=—1+5+7+0=11

Teorema berikut menjeaskan sifat-sifat trace matriks dari matriks bujursangkar.
Teorema 2.4 (Gentle, 2007) Jika A dan B adalah matriks bujursangkar dengan
orde yang sama dan c adalah scalar, maka berlaku:
i. tr(4) =trdh)),
ii. tr(cA) = ctr(4),
iii. tr(A+ B) =tr(A) +tr(B),
iv. tr(AB) = tr(BA).

Bukti: Diberikan matriks A dan B adalah sebagai berikut:

[6111 Az A13 . aln'l
|21 Q22 Q23 ... don|
A=las; azx az .. a3n|,
lavnl Anz  Qn3z - Qpn
maka
tT‘(A) = a11 + azz + a33 + -+ ann. (22)
dan
[b11 biz byz .. b1n]
| D21 b2z b2z ... Doy
B = |b31 b3y b3z ... bz, |,
b, by, by .. byl
maka
tT(B) = b11 + bzz + b33 + -+ bnn. (23)
I. Akan ditunjukkan bahwa tr(A4) = tr(AT). Transpose dari matriks A yaitu:
i1 dz1 431 - Om
| @12 Q22 Q32 ... dnz|
AT =|ay3 az3 Az .. Quz,
Ain Qzn A3np .. dpp
sehingga diperoleh tr(AT) = aq; + azp + aszs + = + app. (2.4)

Berdasarkan Persamaan (2.2) dan Persamaan (2.4) maka terbukti tr(4) = tr(AT).

-8



ii. Akan ditunjukkan bahwa tr(cA) = c tr(A4), untuk ¢ adalah sebarang

sekalar. Diberikan :

ca;; €aq; €Aq3 ... CQqp

|€az1 cazy cazz .. cag|
cA =|caz; cas; cazz .. cas,]|

Cany CQpy CApz ... Capp

Sehingga diperoleh
tr(cA) = caqq + cayy + cazz + -+ capy,
=c(ay; + azz + azz + -+ apy),
= c tr(4). (2.5)
Oleh karena itu terbukti tr(A4) = c tr(A).
iii. Akan ditunjukkan bahwa tr(A+ B) =tr(A) + tr(B) berdasarkan
matriks A dan B, diperoleh:

[a11 Az A13 . aln'l [b11 by biz .. bln]
[@21 Q22 Qz3 .. Qoan| |bpy by byz .. by
A+B= [%1 sz 433 - A3n | + |b31 bs, b33 .. b3n|
anl aTlZ an3 ann lbnl bnl bn3 bnnJ

[@11 + by a2+ b1z a;z+biz .. an+ b1n]

|az1 + b1 Az + by Az + by . Agp tbay |

=laz; + b3y az;+bsy azz+bsz ... azp+bsy

an1 + bnl an2 + bnz an3s + bn3 Ann + bnn

sehingga
tr(A+ B) = (agq + by1) + (azz + byz) + (azz + bgz) + -+ + (Ann + bpn)

=a,+b,+a,,+b,, +a,,+b,+---+a,, +b,,
=(a,+ay,+a,+---+a,)+(0,+b,, +by+---+b, )
=tr(A)+tr(B) (2.6)

Berdasarkan Persamaan (2.2), Persamaan (2.3) dan Persamaan (2.6) maka

terbukti bahwa

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).
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Iv. Akan ditunjukkan bahwa tr(AB) = tr(BA). Dari matriks A dan B maka

diperoleh:
[an
| 421
AB = |a31
lanl

ay1byy + agabyy + -
az1by1 + azabyy + -
=laz1byy + azybyy +

I-anlbll + apybyy + -

sehingga

ap»
az;
as;

an2

+ ai1nbns
+ aannl
+ a3nbn1

+ apnbna

aiz .. aln'”bll b1,
A3 Qan||byr by
a33 a37’L || b31 b32

Anz - annJ bp1  bna

ay1byp +appaq; +
az1byz + azybsy +
az1biz + azybyy +

ap1biy + anybsy +

*+ ay1nbny
-+ aannZ
-+ a3nbn2

“+ apnbn,

b1n]
ban |
ba |

i

Ay1bip + agzbop + -
Az21b1n + Az22b2p + -
az1bin + azabyp + -

An1bin + anzbpy + -

tr(AB) = (aj1by1 + agzbyg + -+ + agnbpy) + (a1 b1z + azabyy + - +
aannZ) + -t (anlbln + anzbnz + ot annbnn)

Selanjutnya untuk

[b11 b1,
| D21 baa
BA = | b3y b3,

|-bn1 bnz

[b11‘111 + bipaz; + -
| b21a11 + bazanq + -+
=|b31a11 + b3zaz, + -+

lbn1a11 + bpaazy + -

sehingga

+ blnanl
+ b2nan1
+ b3nan,

+ bnnanl

biz .. b1n]

a;; Qg2

b23 bZn“aZl az;

b3z .. bl

asz; Qasp

by oo b llan  an

bi1ay3 + bypaz; + -
byy1ai3 + byaz, + -
by1a1; + bypaz; + -+

bpyaiz + bpaagzy + -

+ blnanz
+ bZnanZ
+ bynana

+ bnn An2

a3
azs

aln'l
Azn |
a3n |

]

bi1ay5 + bipaz, + -+
by1a1n + byza, + -
b31a15 + b3zaz, + -

bnlaln + bn2a2n + -

tr(BA) = (b11a11 + bl2a21 +eet blnanl) + (b21a12 + b223-22 +eet b2nan2)

+eet (bnlain + bn2a2r1 teet bnnann)

= bllail + bl2a21 +eet b.Lnanl + b21a12 + bzzazz +eoet bznanz

+b,a, +b,a,, +---+b, a

nn=nn

= ailbll + a12b21 +eet alnbnl + a21b12 + azzbzz +eot aznbnz

+---+a b, +a,b,+--+a,pb

nn=nn

= (ail.lbll + a12b21 +eet a:l.nbnl) + (a21b12 + a22b22 +eeet aann2)

+-t (anlbln + anzbnz teeet a‘nnbnn)

+ aannn
+ a3nbnn

+ ann bnnJ

+ a1nbnn }

(2.7)

+ blnann]
+ bynng [
+ b3nann

+ bnnannJ

(2.8)
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Berdasarkan Persamaan (2.7) dan Persamaan (2.8) maka terbukti bahwa
tr(AB) = tr(BA). u

Berikut diberikan contoh untuk trace matriks berpangkat dengan aturan
perpangkatan matriks.
Contoh 2.8 Tentukan tr(A*) dan tr(A®) dari matriks berikut:
2 1 3
A=|5 1 3
2 2 4
Penyelesaian:
Untuk mendapatkan trace matriks tersebut, dilakukan perpangkatan matriks
sebanyak 4 kali dan 6 kali.

2 1 3
A=5 1 3
2 2 4

22 12 28

117 66 156
=162 93 219

2 1 3|2 1 3 15 9 21
A>=AxA=|5 1 3|5 1 3|=[21 12 30
2 2 4|2 2 4
i 3
3
41 (160 90 214

1 3 876 495 1173
A*=A*xA=|162 93 219|5 1 3|=|1227 693 1641
1160 90 214|2 2 4| [1198 678 1606
876 495 11732 1 3] [6573 3717 8805
A’ =A"xA=1227 693 16415 1 3|=|9201 5202 12324
11198 678 16062 2 4| |8998 5088 12052

A’ = A°x A=|9201 5202 12324 3|=|69060 39051 92505
18998 5088 12052 4 67540 38190 90466

(6573 3717 88052 1 3 49341 27900 66090
51
2 2
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Sehingga diperoleh :
tr(A*) =876 + 693 +1606 = 3175

tr (A®) = 49341+ 39051+ 90466 = 178858

Berdasarkan contoh di atas diketahui bahwa menentukan trace matriks
berpangkat sangatlah rumit. Sebab matriks harus dipangkatkan terlebih dahulu
sesuai yang diinginkan. Namun banyak penelitian membuat trace matriks
berpangkat dengan menentukan bentuk umum perpangkatan matriksnya.

Berikut akan diberikan pembahasan mengenai trace matriks 3 x 3
berpangkat bilangan bulat positif dan langkah-langkah pembentukan persamaan

perpangkatan matriks dan trace matriks berpangkat.

2.5  Trace Matriks 3 x 3 Berpangkat Bilangan Bulat Positif

Pada tahun 2017, pembahasan mengenai trace suatu matriks telah dibahas
olen Titik Fatonah dalam makalahnya yang berjudul “Trace matriks yang
berbentuk khusus 2 x 2 berpangkat bilangan bulat positif’. Makalah tersebut
membahas mengenai bentuk umum trace dari matriks 2 x 2 berpangkat bilangan
positif dengan entri-entri matriksnya bilangan real.

Berikut diberikan langkah-langkah pembentukan persamaannya :

o . _[0 a
1. Diberikan matriks A = [b O]’ VYab €R
2. Menentukan det(A), yaitu :
det(A) =0—ab = —ab (2.9)
3. Menentukan persamaan umum A™ untuk n ganjil dan n genap.
1 _ 0 a
Al = [b 5 (2.10)
2 _ ab 0
A =AA=| o ab] (2.11)
2
N-pa=[0 ab 2.12
ab?> 0 ] (212)
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A= AT A= :azobz 2 (2.13)
N S P “301’2: (2.14)
AC = A A= :“30’93 s (2.15)
N-mn=] D, a40b3: (2.16)
AE = AT A= :a40b4 s (2.17)
AP = AP A= :a40b5 a50b4: (2.18)
AV = A% A= [“50b5 a50b5] (2.19)
A= ROR=| D “601’5 (2.20)
A = AL AL= [a60b6 o] (2.21)

Dengan melihat kembali Persamaan (2.10) sampai dengan Persamaan

(2.21), maka diduga bentuk umum A™" adalah :

4.

| [ N1 nt1 l ,n ganjil
aAn — 4 azbe 0 (2.22)
Uazobz Eobﬂl , . genap
azbz

Membuktikan bentuk umum A" menggunakan induksi matematika.

Bentuk umum A™ pada Persamaan (2.22) dinyatakan dalam Teorema 2.5 sebagai
berikut:
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Teorema 2.5 : Diberikan matriks 4 = [2 g] V a,b €R, maka

( nt1 n-1
| n__lon_ﬂ azb ,m ganjil
AN = 4 azb-z2 0
uaEObE Eobfl ,m genap
azpz

Bukti: Pembuktian menggunakan induksi matematika untuk n ganjil sebagai

berikut:

n+l1 n-1
P(n):A":l 0 aZbZl
0

1. Untuk n = 1 maka

13,0
p:at=[ 0 @Y

a’p? 0
_ [0 a
=1, 0], benar

2. Asumsikan untuk n = k, p(k) benar, yaitu :

k1 k-1
p(k): AF = [ k—10 k+1 azbe l

azbz 0
Maka akan dibuktikan untuk n = k + 2, p(k + 2) juga benar.

Ak+2 — (AkAZ)

= (4%.A.4)
r k+1 k-—1-
_< 0 az bz |[O aHO a)
- k-1 k+1
a2 b 0o | b 0llp 0O
r k+1 k-1-7
_( 0 azbz|[ab 0 )
- k-1 k+1
_aTbT O ] 0 ab‘
_ .
0 ab (a 2 b2 )
- ko1 k1
ab (a 2 bz ) 0
kt3 K+t
_ 0 azb-z
k+1 k43
la 2 b2 0
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Oleh karena langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti

n+1 n-1

0 azbz
azbz 0

untuk n ganjil

Selanjutnya akan dibuktikan untuk n genap menggunakan induksi
matematika yaitu :
s =[5 9]
0 azbz
1. Untuk n = 2 maka

15,1
p(z):AZ = [a Ob alobl

= [aob aob] , benar
2. Asumsikan untuk n = k, p(k) benar, yaitu :
k Kk
p(k): A* = [asz N kl
0 azbz
Maka akan dibuktikan untuk n = k + 2, p(k + 2) juga benar.
Ak+2 — (AkAZ)
= (4k. 4. 4)

.kk -
_[lazbz 0 0 aHO a
B Ekflp ollp 0
L0 azbz

- k k -
:<a5b5 0 |rab 0')
L o agbg- 0 ab!
[ k k
ab (a2b2> 0
k k
0 ab (aEbE)
P kt2 k+2
azb:2 0
k+2 k+2
0 azbz
Oleh karena langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti

A" = IaEbE 0 nl untuk n genap

0 azb2
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Berdasarkan pembuktian tersebut, maka Teorema 2.5 terbukti benar. =

5. Menentukan bentuk umum tr(A™) dengan n ganjil dan n genap.

Teorema 2.6 Diberikan matriks 4 = [2 g] VY a,b € R, maka

0 , untuk n ganjil
tr(A™) = n n
2(—1)z(det(4))z ,untuk n genap

Bukti :
Akan dibuktikan tr(A™) = 0 untuk n ganjil sebagai berikut:
Berdasarkan Teorema 2.5 maka dapat dibentuk tr(A™) untuk n bilangan ganjil

yaitu:

n+1bn—1
0 az bz
tr(A") =tr| oy i

azb: 0
=0+0=0. (2.23)
Maka terbukti tr(A™) = 0 untuk n ganjil.
Selanjutnya akan dibuktikan tr(4™) = 2(—1)%(det(A))§, untuk n genap sebagai
berikut:
Berdasarkan Teorema 2.5 maka dapat diduga bentuk umum tr(A™) untuk n

bilangan genap yaitu:

tr(A™) = tr laEbE 0 nl
0 azbz

= azbz + azbz
= 2(ab)z

= 2(—(—ah))z .
Sehingga diperoleh:

tr(A") = 2(—det(4))z
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= 2(—1)3(det(A))z . (2.24)

Maka terbukti tr(A")zz(—l)g(det(A))g, untuk n genap. Berdasarkan

pembuktian tersebut, maka Teorema 2.6 terbukti. [ |

Berikut diberikan contoh yang berkaitan dengan Teorema 2.6 sebagai berikut:

0 5

Contoh 2.8 Diberikan matriks A = [4 0

]. Hitunglah tr(A4°%) dan tr(A®) dengan

menggunakan Teorema 2.6 !
Penyelesaian :

det(4) =0—(5)(4) = —20
dan

tr(A)=0+0=0

Sehingga menurut Teorema 2.5 diperoleh:

tr(A°) = [a30b3 a30b3] =0.

Untuk tr(A®) menurut Teorema 2.5 diperoleh:
8 8
tr(A®) = 2(=1)z(det(4))z,
= 2(—20)%,
= 320.000.

2.6 Induksi Matematika

Prinsip induksi sederhana berbunyi sebagai berikut : Misalkan p(n) adalah
menyatakan suatu pernyataan bilangan bulat positif dan akan dibuktikan bahwa
pernyataan p(n) tersebut benar untuk semua bilangan positif n, maka untuk
membuktikan pernyataan ini digunakan aturan sebagai berikut:
1. Akan ditunjukkan p(1) benar, dan
2. Jika p(n) benar, maka p(n + 1)juga benar untuk n > 1.
Sehingga p(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n.
Langkah 1 dinamakan basis induksi, sedangkan langkah 2 dinamakan langkah
induksi. Langkah induksi berisi asumsi (andaian) yang menyatakan bahwa p(n)

benar. Dan akan dibuktikan untuk p(n+ 1) juga benar, asumsi tersebut
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dinamakan hipotesis induksi. Bila sudah ditunjukkan kedua langkah tersebut

benar maka sudah dibuktikan bahwa p (n) benar untuk semua bilangan n.

Contoh 2.9 buktikan bahwa 2+4+6+...+2n=n(n+1), untuk setiap n bilangan
asli !
Penyelesaian :
Misalkan p(n) adalah proporsi yang menyatakan bahwa untuk setiap ne N
dengan p(n) : 2+4+6+...+2n=n(n+1).
1. Basis induksi : akan ditunjukkan P(1) benar
2=1(1+1)
Jadi, p(1) benar
2. Langkah induksi : Misalkan p(n) benar, yaitu mengasumsikan bahwa
2+4+6+..+2n=n(n+1) adalah benar (hipotesis induksi), maka akan
ditunjukkan bahwa p(n + 1) juga benar,yaitu:
24+4+6+...+2(n+)=(N+D(n+1+12)
Hal ini dapat kita tunjukkan sebagai berikut :
2+4+6+---+2(n+1) =n(n+1)+2(n+1)
=n*+n+2n+2
=n®*+3n+2
=(n+)(n+2)
=(n+D(n+1+1)
karena langkah basis dan langkah induksi keduanya telah diperlihatkan

benar,maka terbukti 2+4+6+...+2n=n(n+1), untuk setiap n bilangan

asli.
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