BAB Il
LANDASAN TEORI

Bab ini berisi teori-teori pendukung yang berkaitan dengan matriks dan jenis-jenis
matriks, operasi matriks, kombinasi, koefisien binomial, trace matriks, serta

beberapa definisi dan teorema yang akan dibahas pada bab selanjutnya.

Ao Matriks dan Jenis-Jenis Matriks
Definisi 2.1 (Anton, 1987) Sebuah matriks adalah susunan segi empat siku-siku
dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan

entri dalam matriks.

Sebuah matriks dinotasikan dengan huruf besar seperti A, B, X, atau Z dan
lain sebagainya. Sebuah matriks A yang berukuran m baris dan n kolom disebut
matriks m x n. Matriks dengan jumlah baris dan kolom yang sama disebut
matriks bujur sangkar. Misalkan matriks A dengan m baris dan n kolom dapat

ditulis sebagai berikut, dengan m dan n adalah bilangan bulat positif.

aiq aq, e Ain
arq (25 . arn

Amxn : S (2.1)
Am1 Amz2 - Qnun

atau juga dapat ditulis :
A=laj], i=12,..m;j=12.,n (2.2)
Terdapat beberapa jenis matriks, diantaranya adalah sebagai berikut:

k Matriks Bujur sangkar

Matriks bujur sangkar adalah matriks yang banyak baris dan banyak
kolomnya sama. Dengan kata lain matriks tersebut berordo n x n.
px Matriks Nol

Matriks nol adalah sebuah matriks yang seluruh elemen penyusunya

merupakan bilangan nol. Matriks nol dilambangkan dengan 0.



& Matriks Diagonal

Matriks diagonal adalah matriks bujur sangkar yang semua elemen-elemen
penyusun selain diagonal utamanya bernilai nol.
4. Matriks Identitas

Matriks identitas adalah matriks diagonal yang elemen-elemen diagonal
utama bernilai satu. Matriks identitas disimbolkan dengan I.
b Matriks Segitiga

Matriks bujur sangkar yang semua entri diatas diagonal utamanya adalah
nol disebut matriks segitiga bawah (lower triangular) dan matriks bujursangkar
yang semua entri dibawah diagonal utamanya adalah nol disebut matriks segitiga

atas (upper triangular).

a) Matriks segitiga bawah (lower triangular)
a; O 0
A=laz az; O ]
az1 A3z 033

b) Matriks segitiga atas (upper triangular)

a1 412 Qg3
0 az azs
0 0 asz

6. Matriks Simetris

A=

Matriks simetris adalah matriks bujur sangkar yang sama dengan
transposenya yaitu A = A" dimana a;; = a;; untuk semua nilai dari i dan j.
Bentuk matriks simetris untuk ordo 3 x 3 sebagai berikut:

a1 QA2 A4g3
A =012 QA Aaz3

a3 043 dszz

Pada dasarnya operasi pada matriks sama dengan operasi matematika biasa
tidak terkecuali untuk perkalian matriks. Perkalian matriks dilakukan untuk
mengetahui trace matriks yang akan dihitung dengan cara mengalikan matriks
sebanyak pangkat yang diinginkan. Berikut diberikan beberapa definisi dan
teorema yang berhubungan dengan perkalian matriks dan matriks yang

berpangkat.
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2.2  Perkalian Matriks

a. Perkalian Matriks dengan Skalar

Definisi 2.2 (Aryani dkk, 2016) Jika A adalah suatu matriks dan c adalah suatu
skalar, maka hasil kali (product) cA adalah matriks yang diperoleh dengan
mengalikan masing-masing entri A oleh c.

Jika ¢ adalah suatu bilangan skalar dan A = a;; maka matriks cA = (caij)
yaitu suatu matriks cA yang diperoleh dengan mengalikan semua elemen matriks
A dengan c. Mengalikan matriks dengan skalar dapat dituliskan didepan atau
dibelakang matriks. Misalnya [C] = c[A] = [A]c

p F Z
Contoh 2.1 Diberikan 4 = |1 2 4], tentukan hasil dari 2A.
[ I
Penyelesaian:
2 0 3
JkaA=1[1 2 4|
0 2 2
4 0 6
maka24 =12 4 8]|.
0 4 4

b. Perkalian Matriks dengan Matriks
Definisi 2.3 (Aryani dkk, 2016) Jika A adalah matriks m X r dan B adalah

matriks r X n, maka hasil kali AB adalah matriks m X n yang entri-entrinya
ditentukan sebagai berikut: untuk mencari entri dalam baris i dan kolom j dari
AB, pilihlah baris i dari matriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikanlah entri-
entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut bersama-sama dan kemudian

tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan.

1 3 2 2 5 3 2
Contoh 2.2 DiberikanA =13 4 5|danB=1|3 5 4 3|, tentukan 4 X B.
3 2 4 4 3 5 3

Penyelesaian:
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1 3 2 2 5 3 2
JkaA=|3 4 5|danB=1|3 5 4 3],
3 2 4 4 3 5 3
19 26 25 17
makaAx B =|[38 50 50 33|
4 3 5 3

Definisi 2.4 (Anton, 1987) Jika A adalah sebuah matriks bujursangkar, maka
dapat didefinisikan pangkat-pangkat bilangan bulat tak negatif A menjadi.

A°=TdanA" =44 .. A (n>0).

n faktor
Teorema berikut merupakan sifat-sifat yang berhubungan dengan Definisi 2.4.

Teorema 2.1 (Anton, 1987) Jika A adalah matriks bujursangkar dan r serta s

adalah bilangan bulat, maka

a. ATAS — AT+S
b. (A7)S = A™S,

Selanjutnya akan dibahas mengenai kombinasi serta koefisien-koefisien binomial.

23 Kombinasi
Definisi 2.5 (Rinaldi Munir, 2012) Kombinasi r elemen dan n elemen adalah
jumlah pemilihan yang tidak terurut » elemen yang diambil dari n buah elemen..

Secara umum rumus kombinasi adalah

(2.3)

Diberikan Teorema yang berhubungan dengan Persamaan (2.3) sebagai berikut:

Teorema 2.2 (Sukirman, 2006) Jika k dan r bilangan-bilangan asli dengan k >

r, maka
Ck,r—1)+C(k,r)=C(k+1,7) (2.4)

Bukti:
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k! k!
(k=r+)!(r-1)! + (k=7)ir!

Clk,r—1)+C(k,1r)=

k! (- +1)!
T (k+1-m)I7!

_ k\(r+k-r+1)
T (k+1-1)l7!

_ KI(ke+1)
T (k+1-1)lr!

_ (k+D)!
T (k+1-7)lr!

Ck,r—1)+C(k,r) =C(k+1,7),m.

2.4  Koefisien Binomial
Teorema 2.3 (Munir, 2012) Misalkan x dan y adalah peubah, dan n adalah
bilangan bulat tak negatif. Maka :

(x +y)" = X0_, C(n, k)x"*yk, (2.5)
=C(n,0)x™"y°% + C(n, Dx" Lyl + C(n, 2)x™" 2y2 + -+ C(n,n)xy"

Teorema binomial memberikan cara untuk menjabarkan bentuk perpangkatan
(x + y)™, yang dalam hal ini, n adalah bilangan bulat positif. Cara ini digunakan

sebagai alternatif bagi pengguna segitiga pascal.
Diberikan contoh yang berkaitan dengan Persamaan (2.5).

Contoh  2.3: Buktikanlah bahwa Y3_,C(3,r)x3 72" =Y ,C(3,r—
1)x3—(T—1)2T—1_

Penyelesaian:

T2, C(3,1)x¥ T2 = C(3,0)x37020 4 C(3,1)x37121 + €(32)x3722% +
C(3,0)x3-32%,

= x3 + 3x22 + 3x2% + 28,

= x3 4+ 3x22 + 3x2% + 8. (2.6)
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Y CBr—1Dx3 D21 = (3,1 — 1)x3" D211 4 (3,2 —
1)x3—(2—1)2(2—1) +
(33— 1Dx3" G126V 4 ¢34 -
1)X3_(4_1)2(4_1),

= C(3,0)x3702° + C(3,1)x*712 + €(3,2)x*722% +
C(3,0)x37323,

= x3 + 3x22 + 3x2% + 28,

= x3 + 3x22 +3x22 + 8, 2.7)

Dengan melihat kembali Persamaan (2.6) dengan Persamaan (2.7) terbukti bahwa

3 ,C(3,r)x3T2r =4 C(3,r — 1x3-(—D2r-1,

2.5 Trace Matriks

Definisi 2.6 (Gentle, 2007) Misalkan A = [a;;] suatu matriks persegi berukuran
n X n, maka trace dari matriks A didefinisikan sebagai jumlah dari elemen
diagonal matriks A dan dinotasikan dengan tr(A). Dinyatakan bahwa trace

matriks A adalah:

tr(A) = Xisi ai; - (2.8)

3 5 =2

Contoh 2.4 Diberikan matriks 3 x 3 sebagai berikut A=]7 4 6
-5 6 3

hitunglah nilai trace dari matriks ?
Penyelesaian:
tT(A) =Aaq + azo + aszz,

=3+4+3 =10.
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Contoh 2.5 Diberikan matriks B =

6
(i . Hitunglah nilai trace

NoR NN )
I
O s 00

3
5
12 6
dari matriks B ?
Penyelesaian:
tT(B) == b11 + b22 + b33 + b44,
=6+7+(—4) +6,

= 15.

Teorema berikut menjelaskan beberapa sifat-sifat trace matriks dari matriks
bujursangkar.

Teorema 2.4 (Gentle, 2007) Jika A dan B adalah matriks bujursangkar dengan

orde yang sama dan ¢ adalah scalar, maka berlaku:

i. tr(4) =trdh),

ii. tr(cA) = ctr(4),
iii. tr(A+B) =tr(A) +tr(B),
iv. tr(AB) = tr(BA).

Bukti: Diberikan matriks A dan B adalah sebagai berikut:

a1 QA2 Qg3 ... QAqp
[a21 Az, Qzz .. aznl
A=la31 Qazz dazz .. dznl,
an1 2%} an3 Ann
maka
tr(A) - a11 + azz + a33 + -+ ann. (29)
dan
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[bn by,  bi3 bln]
by1 by by3 byn
B = |b31 bs; b33 bsn |
b, by, by .. byl
maka
tT‘(B) - b11 + bzz + b33 + + bnn. (210)

It Akan ditunjukkan bahwa tr(4) = tr(AT). Transpose dari matriks A

yaitu:
[a11 az1 Adz1 - Qpg
|@12 Q22 Q32 ... A2
AT =la;z Gz Qzz . Guzl,
[aln Ayn  Q3p - annJ
sehingga diperoleh tr(AT) = ay; + azp + azs + -+ + app. (2.11)

Berdasarkan Persamaan (2.9) dan Persamaan (2.11) maka terbukti tr(4) =
tr(A7).

ii. Akan ditunjukkan bahwa tr(cA) = c tr(A), untuk ¢ adalah sebarang

sekalar. Diberikan:

caqq caqrp caq3 Caqin
[Caz1 €Az €Az ... Cagp|
cA=lcas; cas, casz; .. casy, |,
[canl Cap;TeMET -4 cannJ

Sehingga di peroleh
tr(cA) = cayq + cay, + cazs + -+ cany,
=c(ay; + azz +azz + -+ apy),
= c tr(4). (2.12)

Oleh karena itu terbukti tr(A) = c tr(4).

11-8



il Akan ditunjukkan

bahwa tr(4A+ B) = tr(A) + tr(B) berdasarkan

matriks A dan B, diperoleh:

ajq
| 421
A+ B =031 a3

an1

ai»
az;

ap2

[6111 +by1 Az + by
| az1 + b1 azz + by
=las; +b3;  as; + by,

aiz .- aln'l [b11
Az - Q| |by
Azz o A3n|+|bgy
anz - Qpn lbnl
a3 + b3
az3 + ba3
az3 + b3z
an3+bn3

I-anl + bnl an2 S an

sehingga

tr(A+ B) = (ai1 + b11) + (azz + byz) + (ass + bs3) +

maka

Aip + bln]
ayn +b2n |
A3n o b3n |

:
Apn + bnnJ

<o+ (apn + bpn) - (2.13)

tr(A+ B) = (ay1 + b11) + (az; + byp) + (azz + bzz) + - + (Apn + byn),

= aq1 + b11 + (V5% + b22 + ay3 + b33 + -4 Ann + bnn,

= (a1 + azy + azz + -+ app) + (b11 + by + bz + -+ + bpy).

Berdasarkan Persamaan (2.9) dan Persamaan (2.10)maka terbukti bahwa tr(A +
B) = tr(A) + tr(B).
Iv. Akan ditunjukkan bahwa tr(AB) = tr(BA). Dari matriks A dan B maka

diperoleh:
aiq

| 421

AB = ias1
la,.,

[a11b11 + aizbyr + -
| @a21b11 + azzbzy + -
=lag1bi1 + azzbyq + -+

lanlbn + apobyy + -

aq2
az;
as;

an2

+ alnbnl
+ aannl
+ azpbnq

+ ann bnl

aiz - aln'”bll b1z
Az3 - Qan||bay by

Az3 .. dsp ||

Anz annJ

ay1byp + agpaq + -
az1b13 + azabyy + -
az1byz + agybyy + o

ap1biz + apabayy + -

b3 1 b32
bnl bnz
+ alnbnz

+ aannZ
+ aznbns

+ annbnz

bln]
b2n I
ba |

o

ay1byip + ag2bopn + -0 + a1nbnn]
Az1b1p + Az2b2p + -+ Az2nbpy |
az1b1p + Azzbop + -+ Aznbpy

anlbln + anzbnz +oet annbnnJ
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sehingga
tr(AB) = (ay1b11 + a12ba1 + -+ a1nbpy) + (a21b12 + azabyy + -+ agnbyz) + - +
(anlbln + anzbnz + et annbnn) (214)

Selanjutnya untuk

[b11 biz b1z .. b1n'| A1 Az 13 .. Qin
| D21 Doz baz .. bop|[@21 @G22 G2z .. Qan|
BA = |b31 b32 b33 b3n| a31 a32 a33 a3n
lbnl bnz bn3 bnnJ an1 Qn2 Qanpz .- Qpn
bi1ay1 + bipagq + -+ b1n@pr b11Giz + bipany + o+ bipany o o bi1Gyp + bipdgn o+ bipany
by1ayy + baaap1 + -+ bon@ny ba1Gyz + baGop + -+ bonany oo o ba1Gin t+ bapdgy + o+ bopany,
=|b31a11 *+ b32a31 + -+ b3pnQny  ba1G13 + bapGyy + -+ byp@ny . . bziain + b3paon + -+ bapany
|~bn1a11 + bn2a21 +ot bnnanl bn1‘112 u bn2a22 +oeeet bnnanz bnlaln + anaZn i + bnnannJ
sehingga

tr(BA) = (b11a11 + b12a31 + - + b1nany) + (b21a12 + bpzap + -+ bppapy) + -+ +
(bnlaln + an azn Tk bnnann) (215)

= by1a41 + by2031 + -+ b1pQnq + by1a43 + byzaz; + -+ bypay, +

bp1a1n + bpaagpn + -+ bppany

= aq1b11 + A1oby1 + o+ Qinbpg + Az1b13 + agbay + o+ Agpbpy +

et anlbln + anzbnz +et annbnn

= (ag1b11 + aq2by1 + - + aypbnq) + (az1b1p + azpbay + o+ + azpbpy) +
et (anlbln + aannZ +oeet annbnn)

Berdasarkan Persamaan (2.15) maka terbukti bahwa tr(AB) = tr(BA).

Diberikan contoh untuk menentukan trace matriks 3 x 3 berpangkat

bilangan bulat positif berpangkat n.

1 -2 3
Contoh 2.6 Tentukan tr(A*) dantr(A”)dariA=|—-4 1 —1].
2 1 -3
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Penyelesaian:

Untuk mendapatkan trace dari matriks A diatas, maka matriks tersebut harus

dikalikan sebanyak 7 kali, sebagai berikut:

A2=AXA=
A3 =A%x A=
A* = A3 x A? =
AS=A*x A =
A = A°x A =
A7 = A°x A =

dari perkalian A diatas sehingga diperoleh :

tr(A*) = 267 + 134 + 288 = 689

1 -2 3 1 -2 3
—4 1 —-1(xX|-4 1 -1
2 1 -3 | 2 1 -3
15 =1 —4] 2% 3
-10 8 -—-10|x|—4 o
-8 -6 141 2 iy S5
11 =35 — 4]
—-62 18 ] ! -10
44 24 -60 14
[ 267 —106 —2
S50 134 —180 1
|—172 —124 288 1
51 —639 1118 ]
—1046 254 —44
900 508 —1256.
51 —639 1118 ] 1
—1046 254 —44 | X |—4
900 508 —1256. 2
[ 4843 377 —2562]
—2150 2302 3260
[—3644 —2548 5960
[ 4843 377 —2562] 1
—2150 2302 —-3260| X [—4
[—3644 —2548 5960 2
[ —1789 —11871 21838
—17878 3342 1028
[ 18468 10700 —26264

[ 15 -1 -4
=(-10 8 -10
L -8 -6 14
[ 11 -35 58
=|—62 18 -8
L 44 24 —60
[ 267 1 -106
=|-150 134 —180]
|—172 —124 288
3
sl
-3
&2 3
11
1F e
=2 3
N
I
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tr(A7) = (=1789) + 3342 + (—26264) = —24711
2.6 Trace Matriks 2 x 2 Berpangkat Bilangan Bulat Positif

Pembahasan mengenai trace suatu matriks telah dibahas oleh Fatonah
(2017) dalam makalahnya berjudul “Trace matriks yang berbentuk khusus 2 x 2
berpangkat bilangan bulat positif”’, yang membahs tentang bentuk umum trace
matriks yang berbentuk khusus 2 x 2 berpangkat bilangan positif dengan entri-
entri matriksnya bilangan real dan bilangan kompleks. Berikut adalah langkah-

langkahnya untuk entri bilangan real:

0 a

Iy Diberikan matriks A = [b 0

],Va,b € R.

2. Menentukan det(A4) dan tr(A), yaitu:

det(4) = 0 — ab = —ab. (2.16)
dan
tr(A) = 0 + 0. (2.17)
3. Menentukan bentuk umum A™ dengan n ganjil dan n genap.

Sebelum menentukan bentuk umum tr(A™) berpangkat bilangan bulat positif,
maka diperlukan bentuk umum untuk A™ berpangkat bilangan bulat positif sebagai
berikut:

A:[g : (2.18)
A2=A.A

=, olls o

_ [aob aOb] (2.19)
A3 =424

=[a0b aob]g g
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- [a(liz

A* =434

AB=A7.A

2
aob]

2
oIl 5

azobz] [2

a4b3]

0

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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_ 0
_-[a5b6

61,6
_ rzé)

ai$4][2

0
a5b5]

ai?S][g

a6b5]
0

aifs][g

a;26]

ol

(2.26)
ol

(2.27)
ol

(2.28)
ol

(2.29)

Dengan melihat kembali Persamaan (2.18) sampai (2.29) maka dapat diduga

bentuk umum A™ yaitu:

( 0 anTanT_l ¥
[ not s , 1 ganjil
Am ={ azbz 0 (2.30)
[ o)
0 azbz
4. Membuktikan bentuk umum A™ dengan menggunakan induksi matematika.
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Bentuk umum A™ pada Persamaan (2.30) dinyatakan dalam Teorema 2.5 sebagai
berikut:

Teorema 2.5 : Diberikan matriks 4 = [2 g] V a,b € R, maka

( n+i n-i
I[ n—10 n+1 @zbz l ,Tlganjil
am={lazbs 0
I\ [aEObE Eobﬂ] ,n genap
azp:z

Bukti: Pembuktian menggunakan induksi matematika sebagai berikut:

n+l1 n-1

p(n):A™ = n_lo - aTbT, untuk n ganjil dibuktikan sebagai
gE@w 2" 0
berikut:

1) Untuk n = 1 maka
a1l 0 a1b°
p(1):47 = [aobl 0 ]
_[0 a
b 0
2) Asumsikan untuk n = k, p(k) benar, yaitu:

] , benar.

k+1 k-1

p(k): Ak = [ 0 ~azbz

k-1 k+1

azbz 0
Maka akan dibuktikan untuk n = k + 2, p(k + 2) juga benar.

Ak+2 — (AkAZ)

= (4%. A.4)
— E E_
=< 0, @b e a)
k-1 k+1
|5 o I ollp o
r k+1 k-—1-
_< 0 az bz |[ab 0]>
- k-1 k+1
a b 0 ] 0 ab
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Kt k1
0 ab(asz)
- kel ket
ab(aZbZ) 0
k+3 k+1
_ 0 azb:z
kt1 k+s
Lla 2 b 2 0

Oleh karena langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti

n+1 n—-1
n_ 0 azb:
A" = n—-1 n+it

azbz 0

untuk n ganjil.

Selanjutnya akan dibuktikan untuk n genap.

1)

2)

p(n): A" = laEbE nO nl ,untuk n genap, dibuktikan sebagai berikut:

0 azb2

Untuk n = 2 maka

15,1
p(z):AZ = [a Ob alobl

_Jab 0

=10 ab],benar.

Asumsikan untuk n = k, p(k) benar, yaitu:

h: 0
p(k): A* = laz T f_cl
0 azb2

Maka akan dibuktikan untuk n = k + 2, p(k + 2) juga benar.

Ak+2 — (AkAZ)

= (4. A.4)
- k k -

:<azb5 0|0 aHo a)

k k

o i oollp o
- k k -

=<a5b5 0 | [ab 0})
L0 agbg— 0 ab
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k k
ab (aZbZ) 0

k k
0 ab (aEbE)

Oleh karena langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti
0 azbz
Berdasarkan pembuktian tersebut, maka Teorema 2.5 terbukti.

5) Menentukan bentuk umum tr(A™) dengan n ganjil dan n genap.
Teorema 2.6 : Diberikan matriks A = [2 g] VY a,b € R, maka

0 , untuk n ganjil
tr(A") = n n
2(—1)z(det(4))z ,untuk n genap

Bukti :
Akan dibuktikan tr(A™) = 0 untuk n ganjil sebagai brikut:

Berdasarkan Teorema 2.5 maka dapat dibentuk tr(A™) untuk n bilangan ganjil

yaitu:

=0+0=0. (2.31)

Maka terbukti tr(A™) = 0 untuk n ganijil.

Selanjutnya akan dibuktikan tr(4™) = 2(—1)g(det(A))§, untuk n genap sebagai
berikut:

Berdasarkan Teorema 2.5 maka dapat diduga bentuk umum tr(A™) untuk n

bilangan genap yaitu:
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tr(A™) = tr laEbE 0 nl
0 azbz

— azbs + azbs
= Zagb%
= 2(ab)?
= 2(—(~ab))z .
Sehingga diperoleh:
tr(A™) = 2(~det(A))2
= 2(—1)z(det(A))z . (2.32)

Maka terbukti tr(A")zZ(—l)g(det(A))g, untuk n genap. Berdasarkan

pembuktian tersebut, maka Teorema 2.6 terbukti.
Berikut diberikan contoh yang berkaitan dengan Teorema 2.6 sebagai berikut:
Contoh 2.7 : Diberikan matriks A = [2 g] Hitunglah tr(4%) dan tr(4%)
dengan menggunakan Teorema 2.6.
Penyelesaian :

det(4) = 0—(5)(4) = —-20
dan

tr(A)=04+0=0

Sehingga menurut Teorema 2.6 diperoleh:

tr(4°) = [a30b3 a30b3] =0
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Untuk tr(A®) menurut Teorema 2.6 diperoleh:

tr(4%) = 2(~ 1) (det(4))? ,
= 2(=20)%,
= 320.000.

247 Induksi Matematika

Prinsip induksi sederhana berbunyi sebagai berikut : Misalkan p(n) adalah
menyatakan suatu pernyataan bilangan bulat positif dan akan dibuktikan bahwa
pernyataan p(n) tersebut benar untuk semua bilangan positif n, maka untuk
membuktikan pernyataan ini digunakan aturan sebagai berikut:

1. Akan ditunjukkan p(1) benar, dan
2. Jika p(n) benar, maka p(n + 1) juga benar untuk n > 1.
Sehingga p(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n.

Langkah 1 dinamakan basis induksi, sedangkan langkah 2 dinamakan
langkah induksi. Langkah induksi berisi asumsi (andaian) yang menyatakan
bahwa p(n) benar. Dan akan dibuktikan untuk p(n + 1) juga benar, asumsi
tersebut dinamakan hipotesis induksi. Bila sudah ditunjukkan kedua langkah

tersebut benar maka sudah dibuktikan bahwa p(n) benar untuk semua bilangan n.

nn+1)

Contoh 2.8 Buktikan bahwa 1 +2 4+ 3+ -4+ n = untuk semua bilangan

bulatn > 1.
Penyelesaian:
Andaikan bahwa p(n) menyatakan proposisi bahwa untuk n > 1, jumlah n

nn+1)
2

__ n(n+1)

bilangan bulat positif pertama adalah ,vaitu 1+24+3+ -4+ n = .

Kebenaran proposisi ini harus dibuktikan dengan dua langkah induksi sebagai
berikut:

¥ Basis induksi : p(1) benar, karena untuk @ diperoleh
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1(1+1)
2

p(1) =

[N NN

2. Langkah induksi: misalkan p(n) benar, yaitu mengasumsikan bahwa

14243+ +n= @ adalah benar (hipotesis induksi), maka akan

ditunjukkan bahwa p(n + 1) juga benar,yaitu:
1+243++n+(n+1D)=mn+1D[n+1)+1]/2
Untuk membuktikan ini, tunjukkan bahwa

1+2+3++n+(r+1D=0A+2+3++n)+n+1)

=[nn+1]/2 +(n+1)
=[n*+n/2]+ (n+1)
=[n?+n/2]+[2n+2)/2]
=m?>+3n+2) /2
=Mn+1DMn+2)/2
=+ D[n+1)+1]/2

Karena langkah (1) dan (2) telah terbukti benar, maka untuk semua bilangan bulat

n(n+1)

positif n, terbukti bahwa untuk semuan > 1,1+2+3+ -+ n= >
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