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2.1 Matriks
Definisi 2.1 (Howard Anton, 1987): Matriks adalah susunan segi empat

siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut
dinamakan entri dalam matriks.
Di bentuk sistem persaman linier sebagai berikut:
fi(x, x5, 0, X0) = Q11X + Q12%3 + - AipXy

f2(x1, X2, oy Xn) = QX1 + AppXp + + AgnXy

(2.1)
fn(x1:x2' v Xp) = Apq X+ AppXy + o0 App Xy
Sistem persamaan (2.1) dari dibentuk matriks yaitu:
fl(xl,XZ, ...,xn) _allxl + A12Xo + .-+ A1nXn
f2 (%1, %2, o, Xp) | _ [@21%1 + Q22X2 F o0 F QonXy
fn(xl'xz' ---:xn) [An1X1 + ApaXy + o+ AppXy
-all a12 es aln x1
_|Q21 Q22 - Qon||X2 2.2)
|n1 QAp2 o Apn| [ Xn
Selanjutnya persamaan (2.2) dinotasikan:
aqq aqp o Aqn X1 fl(xl, X3, ...,xn)
a a wooa X X1, X2, vin), X
A=|"2 T2 a dengana;;eR, x = Z|dan f(x) = f2(a z n) ,
An1 Qn2 - Opn Xn fn(xl,xz, ...,xn)

Diperoleh system persamaan liniernya adalah f(x) = Ax dengan A € R™",

x € R™ diferensial dari matriks [dx;dx, ... dx,]" dinotasikan dengan dx.



Selanjutnya, diferensial parsial dari f(x) terhadap x, maka diperoleh:

[afl(xl,xz, vy Xp) df1(xq1, %, ... ,xn)]
a 0 axl 6xn |
—(f(x) = = (Ax) = : : =A.
ax D = 5 (1 Xg X)) Of(X1, %5, o, X) @3)
0%, 0xy,

Untuk memahami persamaan (2.3), maka diberikan contoh sebagai berikut:
Contoh 2.1:

Carilah ;—x(f(x)) untuk fi = 4x,+10x, dan f> = 2x,+5x,

Penyelesaian:

071 A1
of _ |0x1 0xp
ox |2 02

| 0x, 0x

r 0 ]
F (4x1 + 10x;) oty (4x1+10x,)

a d
o7, (2x4 + 5x3) F (2x1 + 5x3)

[ 10]
12 5
=A
X1
selanjutnya, jika diambil y = [y;y, ... y,]7 danx = xz maka berlaku
Xn
[0y Ax)] [0(x"ATy)]
a axl a axl
p (yTAx) = : = ox (xTATy) = : =ATy. (2.4)
x [a(yTAx)J * [a(xTATy)J
dx,, dx,

Selanjutnya untuk memahami persamaan (2.4), maka diberikan contoh sebagai
berikut:
Contoh 2.2:

d T AT _ 1 3 T _ _ xl
Tentukan a(y Ax) = A"y dengan A = [2 4], y'=[V1 Y2]danx = [xz]
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Penyelesaian:

(yTAx) =1[y1 Y2] B i[i;]

x, + 3x2]

=D ¥ 2x, + 4x,

=1 (%1 + 3x3) + y2(2x; + 4x3)
a
o (X1y1 + 3x2y1 + 2%y, + 4x2)5)

a
a(xﬂﬁ +3%2y1 + 2x1y2 + 4x3y,) = 3
o (x1y1 + 3x2y1 + 2x1y, + 4x,Y5)

—Frt] o 2}’2]

3yi + 4y,
=1E Fiz!
=ATy

Jika matriks A adalah simetri dan x = [2] maka berlaku:

d 2.5
a(xTAx) = 2Ax. (23
Untuk memahami persamaan (2.5), maka diberikan contoh sebagai berikut:
Contoh 2.3:

9 T _ _[2 4
Tentukan e (x"Ax) = 2Ax dengan A = [ A 6]

Penyelesaian:

(xTAx) =[x1 X3] [i g] [2]

2x, + 4x2]
4x;, + 6xy

. xl(le + 4‘x2) + Xo (4x1 + 6x2)

=[x1 X2]

d
- Py (2x12 + 4x,x, + 4x1x, + 6x22)
= (20, + 4xyx, + 4xy2, + 6x,°) =)}
dx 4 2 2
. (2x1 + 4x,x, + 4x1x, + 6X, )

d
6_x1 (2x12 + 8x1x, + 6x22)

d
a_xz (2x12 + 8xyx, + 6x22)
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_[4x, + 8x2]
T 8xy + 12x,

_2[2x1 + 4x2]
- T l4x; 4+ 6xy

S [2 4111
=2[; ¢llx]
= 24Ax

2.2 Kestabilan Sistem Diskrit

Berdasarkan (Ogata, 1995) akan diberikan definisi untuk kasus kestabilan

waktu diskrit sebagai berikut:
Definisi 2.2 (Ogata, 1995) diberikan sistem persamaan waktu diskrit
X1 = ApXg, (2.6)

dengan x;, adalah vektor state dan A adalah matriks non singular nxn, untuk titik
ekuilibrium x;, = 0 dikatakan stabil asimtotik jika terdapat matriks S, simetri dan
positif definit yang memenuhi:

AgskAk — Sk = =0, (2.7)

dengan matriks Q adalah matriks simetri dan definit positif.

Selanjutnya untuk melengkapi pembahasan pada bagian ini, diberikan

contoh sebagai berikut:
Contoh 2.6:
Tentukan kestabilan dari persamaan sistem berikut:

a1 e

Penyelesaian :

Untuk menentukan kestabilan dari persamaan sistem di atas, dimisalkan matriks Q

adalah matriks identitas maka dapat dilakukan langkah sebagai berikut:
AiskAk — Sk = =0,

los 1l sl T1-[5 sil=-l6 3

-4



S22 — S11 —1.5s1, — 522J _ [1 0
—1.551, — 555 0.25511 + S12 0 1

Berdasarkan matriks di atas, diperoleh 3 persamaan sebagai berikut:
Sp2 —S11 = —1
—1.55,, — 55, =0
0.25s11 + 51, =—1

Sehingga kita dapatkan nilai s;; = 4, s;, = —2, s,; =3 dan dapat dibentuk

menjadi :
N 14 2
s=15 3]
Kemudian dibuktikan matriks S adalah matrik definit positif sebagai berikut:

det(AI = S) = 0
aer(fy =[5 S =0

det[’1;4 Afg]zo

1-4)A1-3)—-4=0
A2—714+8 =0
maka diperoleh nilai eigennya
A =144 dan A, = 5.56

dari matriks diatas didapat: A; = 1.44, dan A, = 5.56, karena 4; >0, i = 1,2
maka dapat disimpulkan matriks diatas adalah matriks definit positif. Maka

persamaan pada contoh ini stabil asimtotik.

2.3 Kendali Optimal Waktu Diskrit
Selanjutnya pada subbab yang ketiga ini, akan dibahas tentang kendali
optimal waktu diskrit, pertama akan dibahas terlebih dahulu tentang masalah

umum kendali optimal waktu diskrit.
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2.3.1 Masalah Umum Kendali Optimal Waktu Diskrit
Diberikan persamaan fungsi kendali secara umum masalah kendali optimal
waktu diskrit sistem dinamis sebagai berikut:
Xpo1 = fR(xpuy), k=12,..,n (2.8)

dengan kondisi awal X,, dengan X, adalah vektor berukurann dan kontrol input
u, adalah vektor berukuran m.

Selanjutnya diketahui fungsi tujuan sebagai berikut:
Ji = (N, x,) + XR=8 L Gy, ) (2.9)

Kemudian, untuk menentukan solusi dari masalah umum kendali optimal
waktu diskrit diperlukan persamaan-persamaan yang berfungsi untuk
meminimalkan fungsi objektif, adapun persamaan itu adalah sebagai berikut:

Persamaan Hamilton: H* = L*(xp, up) + A%, (g, uy) (2.10)
oH¥

Persamaan state: X1 = =———, k=i,.,N—1, (2.11)
0Ak+1
oHk

Persamaan kostate: A =—, k=i..,,N—1, (2.12)
axk

o dH¥ .

Kondisi stasioner: 0=—r1) k=1i.,N—-1, (2.13)

5uk

2.3.2 Kendali Optimal Waktu Diskrit Lingkar Tertutup
Berikutnya bagian ini dibahas masalah kendali lingkar tertutup linier
kuadratik, didefinisikan persamaan linier sebagai berikut :
Xpp1 = Arxy + Bruy, (2.14)
dengan x,e R™ dan wu,e R™, fungsi tujuan yang terkait adalah fungsi kuadratik
sebagai berikut:

1 1 —
Ji = S XSy + 5 TS (kS + upRwy), (2.15)
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Pada persamaan (2.15) diasumsikan Q, R,dan S, adalah matriks simetri semi

definite positif dan R, # 0 untuk semua k.
Persamaan Hamilton : H* = %(xTQkxk + ul R uy) + AL, (Agxy + Bruy),(2.16)

Kemudian persamaan (2.15) menghasilkan persamaan state dan costate

Persamaan state : x4, = aiﬂ = Apx + Bruy, (2.17)
k+1
Persamaan costate: A, = 2—2‘ = Qpxy + AL Aki1, (2.18)
Kondisi satsioner: 0= % = Ryuy + Bl Agsq, (2.19)
k

Menurut persamaan (2.19) diperoleh:
W, = —Ri ' B A1, (2.20)

Kemudian persamaan (2.20) subtitusikan kepersamaan (2.17):

Xir1 = AxXi — BiRi "B Ayy1, (2.21)
Menurut Ogata (1995):
/1k = Skxk, (222)

Gunakan persamaan (2.22) ke dalam (2.21) untuk mendapatkan persamaan:

X1 = ArXi — BiRi ' B Sics1 X4, (2.23)
Pemecahan untuk x,_,; menghasilkan:

X1 = (I + BeRi ' Big Sy ) T Ar Xy, (2.24)
Substitusikan persamaan (2.22) dengan persamaan costate (2.18):

Sk = QuXp + AkSis1Xpa1, (2.25)
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Substitusikan persamaan (2.24) dengan persamaan (2.25):
Sk = AiSke (I + BkRng£Sk+1)_1Ak + Q.
Gunakan invers matrik:
Si = AL[Skrr = Ser1Bi(BESka1Bi+ R BESkaalAi+Q,,
Kemudian persamaan (2.27) dapat dibentuk:

_ W 4 -
Sk = Ai(Sii1 + BiRx 'Bl) A+ Q,,

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Persamaan (2.28) merupakan persamaan Riccati. Persamaan Riccati

tersebut akan dicari solusi S, kemudian dari persamaan (2.18) dapat dibentuk

persamaan sebagai berikut:

Akrr = (AR) T (A — Qrxy),

Berdasarkan persamaan (2.22) maka persamaan (2.29) menjadi:

A1 = (AR) 7' (Sixy — Qrxy)
= (A7) 7' (Sk — Q)X

Kemudian substitusikan persamaan (2.30) kepersamaan (2.20) menjadi:

— -1 pT
u, = —Ri B Aksr

= =R ' B (A) ™ (S — Qi) xy,
Persamaan (2.31) dapat disederhanakan menjadi:

u, = —Kpxy,
dimana;

Ki = =R "B (A}) " (Sk — Qi) Xy

2.4  Representasi State Untuk Sistem Waktu Diskrit

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Menurut Ogata (1995) diberikan persamaan karakteristik dinamik diskrit

sebagai berikut:
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y(k) + a,y(k — 1)+ a,y(k —2) + -+ a,y(k —n) = bou(k) + byu(k — 1) +
o+ byu(k —n) (2.32)

dengan u(k) sebagai input dan y(k) sebagai output dari sebuah sistem pada k. a;

untuk i = 1,2,...,n dan b; untuk j = 0,1,2, ..., n.

Kemudian didefinisikan transformasi z sebagai berikut:
x(k) = x(z) dan x(k — i) = z7'x(2)

maka persamaan (2.32) menjadi:

y(2) + a;z7ty(2) + - + apz "y(2) = bou(z) + bz u(z) + - + bz "u(2)
y@)A+az7t+ -+ a,z™) =u(z)(by+ byz7t + -+ b,z ™)

y(z) _ bot+biz " +-+byz™"
u(z) 1+a,z 14 +apz™"

(2.33)

Menurut Ogata (1995) persamaan (2.33) merupakan persamaan pulse transfer.

Persamaan (2.33) dapat diubah kebentuk kanonik diagonal yaitu:

x;(k +1) pi 0 - o1[x(®71 1
k
SOl I R R | I 1 P 234
xn(k+1) 0 0 - pullx, (k)] L1
dengan persamaan output yaitu:
x1 (k)
k
y(k) =[€1 C2 .. ¢y ng ) + bou(k) (2.35)
xn (k)

Contoh 2.7:
Diberikan sebuah fungsi pulse transfer

Y(z) z+1
U(z) z2+13z+04
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Bentuklah persamaan tersebut kebentuk kanonik
Penyelesain :

Fungsi pulse transfer dapat dirubah menjadi

5 2
Y(z) __ 3 N —3
U(z) z+05 z+08

Oleh karena itu bentuk kanonik adalah
[xl(k + 1)] _ [—0,5 ] [xl(k) 1] (k)
x,(k+ 1) 0 —0,8] [x, (k)

2] [0

y() =2 2, (k)

11-10



