BAB IV
PEMBAHASAN

4.1 Sistem Dinamik Diskrit Untuk Matriks 2x2

Dibentuk persamaan karakteristik dinamik diskrit :
y(k) +ayy(k —1) + a,y(k — 2) = bou(k) + byu(k — 1) + byu(k — 2)
(4.1)
Dengan transformasi z sebagai berikut:
y(k) = y(z) dan y(k —i) =z"'y(k) dan u(k) =u(z) dan u(k—i) =
z"u(z2)
Maka persamaan (4.1) menjadi :
y(2) + a;z27Yy(2) + a,z27%y(z) = bou(z) + biz u(2) + bz *u(2)
y(@) (A +a;z7 4+ az7%) = ugy(bo + b1z7t + byz™?)
Kemudian dibentuk ke persamaan Pulse Transfer sebagai berikut:

y(z) _ botbiz l+byz7?

u(z)  1+a;z—l+a,z—2
atau
y(Z) _ b022+b12+b2
u(z)  z%+aiz+a, (4.2)

Persamaan (4.2) direpresentasikan ke persamaan kanonik terkontrol waktu diskrit
sebagai berikut:

0 1 0
Xk+1 — [az al] Xk + [1] Uy (43)

Diberikan fungsi tujuan yaitu:
N-1
1 T 1 T T
J= ExNSNxN 3 z (x5 Qrxy + U R uy), (4.4)
k=1

Pada persamaan (4.4) diasumsikan Qy, Ry, dan S, adalah matrik simetri semi
definit positif dan Rj, # 0 untuk semua k.

Dari persamaan (4.3) dan (4.4) dibentuk persamaan Hamilton sebagai berikut:
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_ 1.7 T T 0 1 0 )
H = > (x" Qrxy + up Ruy) + A4y ([az a1] X, + [1] u |, (4.5)

Kemudian persamaan (4.5) menghasilkan persamaan state, costate, dan stationer

. _ov _ [0 1 0
Persamaan state ey = 57— = [az a1] X, + [1] uy, (4.6)
_ _oH _ 0o 171"
Persamaan costate @ A, = Froe Qrxy + [az al] Aks1s 4.7
T
Persamaan stationer : 0= - Ryu, + [0] Aks1s (4.8)
Jug 1
Menurut persamaan (4.8) diperoleh:
_1 101"
w, = —R, " [1] Ake+1, (4.9)
Kemudian persamaan (4.9) disubstitusikan ke persamaan (4.6):
_[0 1 0 i
Xk+1 = [az a1] Xk — [1] Ry, [1] A+, (4.10)
Menurut (Ogata, 1995) Selanjutnya diasumsikan untuk setiap k berlaku:
A = SpXg (4.11)
Substitusikan persamaan (4.11) kedalam (4.10) untuk mendapatkan persamaan:
0 1 01, -1[071"
Xk+1 = [a2 a1] Xk — [1] o [1] Sk+1Xk+1 (4.12)
Pemecahan untuk x;,,; menghasilkan:
-1
_ 01, -1[01" g o
Xk+1 — (1 + [1] Rk [1] Sk+1) [az al] Xi- (413)

Selanjutnya, substitusikan persamaan (4.11) ke persamaan costate (4.7),

menghasilkan:

0o 1717
SiXp = QX + [a 1 ] Sk+1Xk+1s (4.14)
2 1

Kemudian, substitusikan persamaan (4.13) ke persamaan (4.14), didapat:

_ 0 1 r 0 1 0 T -1 O 1
sk—[az al] Sk+1(1+[1]Rk 4] Sk+1) [az a1]+Qk. (4.15)

Persamaan (4.15) merupakan persamaan Riccati. Persamaan Riccati tersebut akan
ditentukan solusi S,. Kemudian dari persamaan (4.7) dapat dibentuk persamaan

sebagai berikut:
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-1
@H=<P 1])(%—QMO (4.16)

a, a

Berdasarkan persamaan (4.11) maka persamaan (4.16) menjadi:

11\
Aks1 = ( 0 ] ) (Skxx — Qrxy)

a, a
1177\
=(£ %]>(&—an, (4.17)

Kemudian substitusikan persamaan (4.17) ke persamaan (4.9) menjadi:

u, = —R, " [(ﬂT Ak+1

B -1
R

a, a

Selanjutnya persamaan (4.18) disubstitusikan ke persamaan (4.3) untuk

mendapatkan sistem dinamik:

= [ oL (22 -aom

Xk+1 = <[£2 all] - [(1)] Rk_l [(1)]T< ;2 ;1]T>_ (Sk — Qk)) Xk (4.19)

Persamaan (4.19) akan dianalisa menggunakan persamaan (2.8) dengan
menentukan matriks S jika matriks S adalah definit positif maka persamaan (4.19)
stabil.

Contoh 4.1:
Diberikan persamaan karakteristik sebagai berikut:

y(k)+6y(k—1)+8y(k—2)=u(k—1) +u(k —2)
L L . 1 0
Dengan fungsi tujuan memiliki matriks Q = [0 1], R =1,

Persoalan sistem dinamik untuk waktu diskrit dengan k = 1, 2,...13. Kemudian
; : _[2 0
diketahui S;5 = [0 al
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Tentukan:

a. Bentuk kanonik terkontrol dari Pulse Transfer.
b. Tentukan fungsi kendali.

c. Analisa kestabilan.

Penyelesaian:

Diberikan persamaan karakteristik sebagai berikut:
y(k) + 6y(k—1)+8y(k—2) =u(k—1)+u(k —2)
Dengan transformasi z sebagai berikut:

y(k) = y(2) dan y(k — i) = z "ty (k) dan u(k) = u(z) dan u(k — i) = z " u(2)
Maka persamaan karakteristik menjadi:

y(z) + 6z 1y(2) + 827%y(2) =z u(2) + z *u(2)
y2) A +az7t +a,z72) =u(2)(z7r + z72)
y(2)(1+6z71+8z7%) =u(2)(z7t +2z72)

y(z) _ z7l4z7?
u(z)  1+6z-1+48z72

atau

y(z) il z+1
u(z)  z%2+6z+8

maka diperoleh fungsi Pulse Transfer sebagai berikut:

y(z)  z+1
u(z) z2+6z+8

Oleh karena itu dapat dibentuk kanonik terkontrol sebagai berikut:

face ol =15 2ol fago] + 3w

Maka didapat matriks A dan B sebagai berikut:

A= [—08 —16] dan B = [(1)]

Dengan fungsi tujuan

12

] = %x,TVSNxN + %Z (x£ [(1) (1)] X, + u};Rkuk)
k=1
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12
= %xﬁSNxN + %Z (x?; [(1) (1)] Xy + u%(l)uk)
k=1

Dari fungsi dinamik dengan fungsi tujuan dapat dibentuk persamaan Hamilton,
persamaan state, persamaan costate, dan persamaan stationer sebagai berikut:
Persamaan Hamilton:

B ([0 Ot ufm) + 2 ([ L+ o)
Persamaan state: x,,; = [—08 —16] X + [2] Uy

T
Persamaan costate: 1, = [é 2 X, + [—08 —16] Ak+1

T
Persamaan stationer: 0 = u;, + [(ﬂ Aks1
Selanjutnya dari persamaan stationer diperoleh:
0 Ik
0=u,+ [1] Ae+1

—w =[0 1441
u, = —[0 1]k
Kemudian disubstitusikan persamaan u, ke persamaan state maka diperoleh:

0 1] [0
xk+1 = -_8 _6- xk + _1] uk
0 17 [0
T I B b [ G PPy
70 1 0 0
xk+1 - -_8 _6- xk - _0 1] Ak+1

Lalu dari persamaan costate diperoleh:

A = [(1) (1) Xy + [—08 _16]T/1k+1

Kemudian didefenisikan 4, = S, x; sehingga diperoleh:
0 1 0 0
xk+1 = [_8 _6] xk - [0 1] Ak+1

Xk+1 = [—08 —16] Xk — [8 (1)] Sk+1Xk+1

e (R R A I A B

Substitusikan 1;, = S; x;, ke persamaan 4.10 sehingga diperoleh:
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A = [(1) (1) X+ [—08 _16]le+1

SkXy = [O 1] X + [—08 _16]TSk+1xk+1

Kemudian substitusikan x,,; ke dalam S, x; sehingga diperoleh:

T

seec=[3 T[S A s (d U000 Use) "5 Ll

se=lo 0% Z seals U150 Usie) 15 2]

Maka diperoleh persamaan Riccati dengan solusi S;. Selanjutnya akan dicari nilai

dari S, dengan cara menghitung mundur dari k = 12 sampai k = 0.

Se=[5 9+[% AT SG 9-0 %3 DS Al
=[Cess 440

su=[] O[S L][o4s ez

_ _ -1
(5 31-l6 Uless Zaxs) [

_[—61,6 —35,0
358 —12,8
_[1 ] [ 61,6 —35,0
0 — —6l |-358 -12,8
(o 11- [8 N5es ToaD [
—582 —22,4
—242 -278

_[1 0 +[o 1 T—58,2 -22,4
1o 8 —6 —24,2 -27.8

” 58,2 —224 1]
24,2 —278 —8 —6
:[ 652 —55,7
564 —125,0
582[(1) ! +[O8 —16]T _22'421 :152Sé7o
] [0 ”652 55,7 o 1]
0 56,4 —1250 —8 —6
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[—62,5 —44,6

~|-441 -70,1
T —_ —
S7=[1 X +[‘; Al _iéi
] —62,5 —446 1]
—44,1 —701 -8 -6
62,3 —42,5
:[—42,4 —61,8
T — —
56=[é H R I _2?2
o -8 Yy el 1S A
_[ 61,8 —A41, 1]
~l-418 -593
T — —
[0 9+ 1% A Cos Toe
_ | -1
o T s [
_[—62,0 —41,2]
~1-41,8 -594

"= |
-1 +1% T

_ _ -1
(5 3=l s Zsaad) [ 2l

_[—62,0 —42,3]
~1-41,8 -594
T _ _
:[(1) . +[—O8 _16] [—ﬁ:g —ggf}
_ I —i
5 -1 Mgssaih) SIS
_[—62,0 —42,3]
—41,7 —58,3
T _ _
:[(1) . +[—O8 _16] [—ﬁ:g _gé:g
. . -1
(o 9-16 Y17 el L%
_[-62,0 —413
[—41,7 —59,3]
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T _
s=[0 9+[C AJ[C0 —h3

_ _ -1
(6 9-16 957 Zeoah) [

= [Tats _eodl
T _
=t 9+[0 L] [0 i

_ _ =il
(5 1[0 Y7 soah) L

a3 [—62,0 —41,2]
~1-41,8 -60,4
Karena S; = S,, maka hitung mundur berhenti dan didapat S, adalah:

s _[—62,0 —41,2
k—1-418 —60,4

Kemudian berdasarkan persamaan (4.18) maka didapat fungsi kendali yaitu:

o710 177\
U, = —Ry [1] <[a2 a1]> (Sk — Qi) Xk,
| 0 —8\'/—620 —41,21 1 0
=-lo 1(; ) ([—41,8 —60,4]_[0 )
=[-7,88 —5,15]x;
Maka diperoleh wu;, =[-7,88 —5,15]x; , kemudian substitusikan kebentuk

kanonik terkontrol sehingga didapat:

xk+1=[_08 _16]xk+[2] [-7,88 —5,15] x;

Xier1 = ([_08 _16] + [—7(?88 —5(?15])"'(

Tiw1 = | 0 ! |«

k+1 7 1-159 —11,217*

Selanjutnya berdasarkan persamaan (2.8) maka dicari analisa kestabilanya sebagai
berikut:

AlskAk = Sk = —CQk,

[0 _15,9] [511 512:||: 0 1 ]_ Sll SIZ] _ _[1 O
1 —112|[S, Spll-159 —1121 718, Sl "lo 1
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253,085, — S14 —16,95;, + 178,05, ] _ [1 0
—16,9S,, + 178,0S,, Si1 — 22,4S;, + 124,05,,] — lo 1

maka diperoleh 3 persamaan sebagai berikut:
253,08,, — Sy, = —1
—16,9S;, + 178,08,, = 0
Siq — 22,481, + 124,08,, = —1
maka didapatkan S;; = —1,53, S;, = —0,10 dan S,, = —0,01, lalu buktikan

dengan mencari nilai eigen:

5= -1,53 -0,10
~1-0,10 -0,01
lalu dibentuk persamaan karakteristik, sebagai berikut:
det(Al —S) =0
A0 -1,53 -0,10]\ _
det ([ 71~ [—0,10 “001]) =0

A+153 0,10 ) o
0,10 A+001]) "

A*+1,5421 =0
Al = _1,54' dan AZ = 0

Berdasarkan perhitungan diatas diperoleh nilai eigennya A, = —1,54 dan 1, = 0,

det(

maka persamanaan dinamik pada contoh diatas tidak stabil.

4.2 Sistem Dinamik Diskrit Untuk Matriks nxn
Diketahui persamaan karakteristik dinamik diskrit :
y(k) +ay(k —1) + a,y(k —2) + -+ a,y(k —n) = byu(k) + byu(k —
1)+ -+ byu(k —n) (4.20)
Dengan transformasi z sebagai berikut:
y(k) = y(z) dan y(k —i) =z 'y(k) dan u(k) = u(z) dan u(k —i) =
z"u(2)

lalu diketahui persamaan Pulse Transfer (2.36) dari persamaan (2.36) yaitu:

y(z) _ boz"+byz" 1+ +by
u(z) zZ"+az" e tay

(4.21)
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Berdasarkan persamaan (4.21) direpresentasikan persamaan kanonik terkontrol
waktu diskrit sebagai berikut:

0 1 o - 0 [07
0 0 1 - 0 [O]
Xpsr =| ¢ : : o g+l g (4.22)
0 0 0o - 1 |0|
—ap —Qp-1 —Qp-2 T T l].J
Diberikan fungsi tujuan yaitu:
N-1
1 T 1 i T
] = ExNSNxN +t3 z (x5 Qr Xy + Ui Ruy), (4.23)
k=1

Pada persamaan (4.23) diasumsikan Qy, Ry, dan Sy adalah matrik simetri semi
definit positif dan R, # 0 untuk semua k.

Dari persamaan (4.22) dan (4.23) dibentuk persamaan Hamilton:

[ O i! 0 - 00
. 0 0 1 o)
H = —(xTQkxk + u?;Rkuk) + A£+1 b : Xk +
2
0 0 e 1
—an —Ap-1  —0p—2 - T4
o
0
Fluy |, (4.24)
0
1
Kemudian persamaan (4.5) menghasilkan persamaan state, costate dan stasioner
0 1 0 -0
0 0 1 -0
oH : : . .
Persamaan state X1 =5 = : : : ol
0 0 0 .. A 1
—ap —Ap-1 —Aap—2 T Tq
[0]
[0]
+| ¢ luy, (4.25)
i
1
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Persamaan costate

[0 1 ]
o | O 0 1 0 |
kK = a_ = Qkxk + I I Ak+1! (426)
*k | o 0 0 1|
l—an Ap_q Ap_ry —a1J
o]
Persamaan stationer : O:;— = Ruy, + |[ Jl L il (4.27)
Menurut persamaan (4.8) diperoleh:
T
H
e = —(R)™ | Ak, (4.28)
H
1

Kemudian persamaan (4.28) disubstitusikan ke persamaan (4.25):

0 1 o 0 107 [of
0 0 1 - 0 (O] [0]
Xpsr =| ¢ : : b e =R Apans (4.29)
0 0 0 .. Al [()J [()J
—an, —Aaup—q1 —Aaup—p -+ —ap il 1

Menurut (Ogata, 1995) Selanjutnya diasumsikan untuk setiap k berlaku:
A = SpXg (4.30)

Substitusikan persamaan (4.30) kedalam (4.29) untuk mendapatkan persamaan:

0 1 0 - 0 07 o7
0 0 1 0 [0]
Xy =| ¢ : : b xg =R T Sppaxs (4.31)
0 0 0 .. 1 OJ [OJ
—ap —04p—q —Qp— = —4 1 1

Pemecahan untuk x;,; menghasilkan:

/ 0 01" \ [0 1 0 = 0 ]
0 0 | 0 0 1 - 0 |
xk+1=k1+ FIR ! e 5k+1) | : : SR
0 l 0 0 0 e 1 J
1 an —0p-1 —AQp—2 - —Qq
(4.32)
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Selanjutnya, disubstitusikan persamaan (4.30) dengan persamaan costate (4.26):

[o 1 0 = 0 7
| 0 0 1 - 0 |
SpXy = Quxp +1 ¢ : : Pt Sk Xkt (4.33)
| 0 0 0 e 1 |
—an —A4p-1 —Aap— °* _alJ
Kemudian disubstitusikan persamaan (4.32) dengan persamaan (4.33):
A S A I
| O 0 1 e 0] (O] [0]
S =1 : : b S [T EIRTH ] Sppq |
[ 0 0 0 e 1 | lQJ [OJ
l_an —Ap-1 —Ap— - T4 1 1
[ O 1 N 5 0 1
| O 0 1 e 0|
| : : : Pl 1+ Qy, (4.34)
[ 0 0 0 .. |
l_an —an_l _an_z A _a1J

Persamaan (4.34) merupakan persamaan Riccati. Persamaan Riccati tersebut

akan dicari solusi S;. Kemudian dari persamaan (4.26) dapat dibentuk persamaan
0 - 0 -lT
I
I

sebagai berikut:
/r 0 1
I 0 0 1 X’ Y
0 0

-1

Akﬂ:k : : : . E ) (A — Qrxy), (4.35)
[ dam -8 1 J
—an —A4p-1 —Ap— = —Oq

Berdasarkan persamaan (4.30) maka persamaan (4.35) menjadi:

T -1
/[ 0 1 0 = 0 7
lo o 1 0 |
Ak+1 = I : : : I (Skxk — Qkxk)
[ 0 0 0 e Y 1 J
—4p —Aap—q Ap—2 =+ —Oq

( Lo
= : : : o (Sk — Qi) xy, (4.36)
(KRN

Kemudian substitusikan persamaan (4.36) ke persamaan (4.28) menjadi:
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U = =R i Agsa
0
1
T T\ ~!

0 /[ 0 1 e

_1[0] | O 0 1 - 0 |

=—Rr, | |] : s i L Se— Qo

[OJ \| 0o 0 Y ¥ I/
1 l_an —Ap—1 —Ap—2 _a1J

(4.37)
Selanjutnya persamaan (4.37) disubstitusikan ke persamaan (4.3) untuk
mendapatkan sistem dinamik:

o 1 0 L N T
| 0 0 il 0 | (0] (O]
xk+1:i |xk—IEIRk_1IEI
0 0 0 1 loJ [OJ
l_an —Qap-1 —A4p-2 _a1J 1 1
T _1
/f 0 1 0 O fiN \
| O 0 1 0 |
| ¢ I (Sk — Q)X
l 0 0 0 1 J
—anp  —ap-1 An-2 —ay

Xk+1=

e O O] /_\
II 1
Q o...

3

|
:Q o)
A

|

Q
S o
N

| =
Q
iy

I

[ or/ro 1 0 - 0 \‘ !
I (O] 0 0 1 0
iR, ] : : : s g Sk — Qi) | xx
[() loJ 0 0 0 ™\ /
1 1 —an —Ap-1 —Ap-2 v TA
(4.38)

Persamaan (4.38) akan dianalisa menggunakan persamaan (2.8) dengan

menentukan matriks S jika matriks S adalah definit positif maka persamaan (4.38)
stabil.
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Contoh 4.2:
Diberikan persamaan karakteristik sebagai berikut:

y(k) +9y(k — 1) + 24y (k — 2) + 20y(k —3) = u(k — 1) + 3u(k — 2) +

2u(k —2)
1 0 O
Dengan fungsi tujuan memiliki matriksQ =10 1 O0|,R =1,
il
Persoalan sistem dinamik untuk waktu diskrit dengan k = 1, 2,...13. Kemudian
2 00
0 3 4
Tentukan:

d. Bentuk kanonik terkontrol dari Pulse Transfer.

e. Tentukan fungsi kendali.

f. Analisa kestabilan.

Penyelesaian:

Diberikan persamaan karakteristik sebagai berikut:

y(k) +9y(k —1) + 24y(k — 2) + 20y(k — 3) = u(k — 1) + 3u(k — 2) +
2u(k — 2)

Dengan transformasi z sebagai berikut:

y(k) = y(z) dan y(k — i) = z" 'y (k) dan u(k) = u(z) dan u(k — i) = z"'u(z)

Maka persamaan karakteristik menjadi:

y(2) + 9271y (2) + 24z %y(2) + 20z 3y(2) =z u(z) + 3z7%u(z) +
2z7%u(z)
y@2) 1+ a1zt +a,z7%2 +azz73) =u(z)(z7 + 3272 + 2273)
y(2)(1+9z7 1+ 24272 +20z73) =u(2)(z7 1 + 3272 + 2z73)

y(z) _  z7'+3z72+42z73
u(z) 149z 1424z72+420z73

atau

y(z) z%+3z+2
u(z)  z3+9z2+24z+420
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maka diperoleh fungsi Pulse Transfer sebagai berikut:

y(z) z2+3z+2
u(z) 234922 + 24z + 20

Oleh karena itu dapat dibentuk kanonik terkontrol sebagai berikut:

x1(k +1) 0 1 07| 0
X(k+1D=[0 0 1 |[x2(R)]+[0fulk)
x3(k + 1) -20 —-24 -9l|x;(k)| 11
Maka didapat matriks A dan B sebagai berikut:
0 1 0 0
A=1]0 0 1 |danB =0
-20 -24 -9 1

Dengan fungsi tujuan

12 1 0 O
1 /i 1 T
]ZExNSNxN +Ez xk O 1 O

Xk + u%Rkuk>

K=l 0 0 1
! 12/ 1100
2 2

k=1 0 0 1

Dari fungsi dinamik dengan fungsi tujuan dapat dibentuk persamaan Hamilton,
persamaan state, persamaan costate, dan persamaan stationer sebagai berikut:

Persamaan Hamilton:

. 1 0 O 0 1 0 0
H=- xT10 1 o|lxp+ul(Duy |+2%,,(] O 0 1 |xx + [0fuy
0 0 1 -20 -24 -9 1
[ 0 1 0 0
Persamaan state: x,,; =| 0 0 1 |x,+ 0]y
[+200, 2439 1
M Ak B 0 L R K
Persamaan costate: 4, =10 1 O|xx+]| O 0 1| Agsn
0 0 1 -20 —-24 -9
0 T
Persamaan stationer: 0 = uy, + |0| Ag41
1
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Selanjutnya dari persamaan stationer diperoleh:

0
0
1

—w=[0 0 1]Aks
u,=—[0 0 1]Aks
Kemudian disubstitusikan persamaan u, ke persamaan state maka diperoleh:

T

0=u+ Ak+1

[ 0 1 0] 0]
Xk+1 = 0 0 1 |x,+10|u,
[—20 —24 —9. 1)
[ 0 1 0] 0]
Xk+1=| O 0 1 |xc+|0](—=[0 0 1]Ak41)
[—20 —24 —9. 1)
[ 0 1 0] 0 0 0
—20 —24 —9. 0 0 1
Lalu dari persamaan costate diperoleh:
1.0 0 0 1 o071
/1k =10 1 O Xk ali 0 0 1 Ak+1
0 0 1 -20 =24 -9
Kemudian didefenisikan 4, = S x; sehingga diperoleh:
[ 0 1 0] [0 0 O]
Xp4+1 = 0 0 1 Xk — 0 0 O Ak+1
|—20 —24 -9 0 0 1
[ 0 1 0] [0 0 O]
Xk+1 =] 0 0 1 (xx—=[0 0 OfSk+1Xk+1
|—20 —24 -9 0 0 1l
10 0] [0 0 O 't o 1 0
Xe1=1]0 1 0]|—10 0 O]Sk+1 0 0 1 |x
0 0 1 014 L -0/ —24 -9
Substitusikan 1, = S; x;, ke persamaan 4.29 sehingga diperoleh:
10 0 0 1 o071
/1]( =10 1 O Xk + 0 0 1 Ak+1
0 0 1 —-20 —-24 -9
10 0 0 1 o7
Skxk =10 1 O0)xg+ 0 0 1 Sk+1xk+1
0 0 1 —-20 =24 -9

Kemudian substitusikan x,,; ke dalam S, x; sehingga diperoleh:
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-9

0
0_
1
0
1

1 0 0

Skxk=010xk+
0 0 1
0 1 017 1 0
0 0 1 5k+1<01
—-20 —-24 -9 0 0
0 0 0 1ro 1
0005k+1> 0 0
0 0 1 —20 —24
1 0 0

S.=[0 1 ofl+
0 0 1
0 1 017 1 0 0
0 0 1 Sk+1<010—
—20 —-24 -9 0 0 1

0 0 0 & 0 1
0 0 0fSksq 0 0
0 0 1 —20 —24

0
1
=9

Maka diperoleh persamaan Riccati dengan solusi Sj. Selanjutnya akan dicari nilai

dari S, dengan cara menghitung mundur dari k = 12 sampai k = 0.

100 2 0 01/[1 0 O
S,=[0 1 0 31{lo0 1 o]-
00 1 20—24—9 4)\lo 0 1

0 0 0][2 0 O 0

0 0 oflo o 3 0 0 1

0o o 1llo 3 4 —20 —-24 -9

—~531,0 —638,0 —219,0

[—640,0 765,0 —264,0]

—220,0 —2640 —92,0

100

Sa=[0 1 o+

00 1

0 1 071°[-531,0 —6380 —219,01/[1 0 0
0 0 1] [—640,0 765,0 —264,0]([0 1 0]—

20 -24 -9l 1-2200 -2640 -920l\l0 0 1

0 0 0][-531,0 —6380 —2190)\ ‘0 1 0

0 0 0”—640,0 765,0 —264,0]) [o 0 1]

0 0 1/1-2200 -2640 -920 —20 —-24 -9
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—430,0 —485,0 -144,0
—122,0 —-146,0 -—33,8

1 0 0
Sio=10 1 0

0 0 1

0 1 017°1-397,0 —438,0 —129,01/[1 0 0
0 0 1] [—430,0 —485,0 —144,0]([0 1 0]—
|20 —-24 -9 [-122,0 —-146,0 -3381\l0 0 1
0 0 01[-397,0 —4380 —129,0\"'T 0 1 0
0 0 0”—430,0 —485,0 —144,0]) [0 0 ]
o0 0 1ll-122,0 —-146,0 -33,8 20 —-24 -9
[—387,0 —396,0 —95,o]

[—397,0 —438,0 —129,0]

+

[EnN

—392,0 —-329,0 -24,0
-91,8 -2,0 -113,0

10 0
S9=10 1 0
0 0 1
0 1 017 1-387,0 —396,0 —95,0 1 0 0
0 0 1] [—392,0 —329,0 —24,0]([0 1 o]—
|20 —-24 -9 [-91,8 —-20 —-1130/\lo0 0 1
0 0 071[-387,0 —396,0 —950T1\ ‘[ 0 1 0
0 0 0”—392,0 —329,0 —24,0]) [o 0 1]
o o 1ll-918 -20 —-113,0 —20 —-24 -9

—403,0 —495,0 -—-182,0
=1-500,0 -1090,0 —623,0]
[—178,0 —596,0 —408,0

(1 0 O
58 =10 1 O
0 0 1

0 1 017 1—403,0 —4950 —182,01/[1 0 O

0 0 1] [—500,0 —1090,0 —623,0]([0 1 o]—
20 —-24 -9] |-1780 -596,0 —4080/\l0 0 1

0 0 0]1[—403,0 —4950 —18201\ 1 0 1 0
0 0 0] [—500,0 —1090,0 —623,0]) [0 0 ]
0 0 1]1-1780 —596,0 —408,0 —-20 -24 -9
[—397,0 —468,0 —179,0]

_.|_

+

[N

—-468,0 -871,0 —411,0
—149,0 —-409,0 -246,0
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1 0 0
S;=10 1 o]+
0 0 1
0 1 01771-397,0 —4680 —179,01/[1 0 O
0 0 1] [—468,0 —871,0 —411,0]([0 1 0]—
|—20 —24 —9] [-149,0 —-409,0 —-246,0/\l0 0 1
0 0 071[-397,0 —468,0 —179,01\"*[ 0 1 0
0 0 o] [—468,0 —871,0 —411,0]) [0 0 1]
0 0 1/[-149,0 —409,0 -246,0 —20 —-24 -9
—397,0 —468,0 —169,0
=|-464,0 —826,0 —359,0]
|—146,0 —393,0 —245,0
1 0 0
Ss=(0 1 0|+
0 0 1
0 1 01771-397,0 —4680 —169,01/[1 0 0
0 0 1] [—464,0 —826,0 —359,0]([0 1 0]—
|—20 —-24 -9 [-146,0 —393,0 —-2450/\l0 0 1
0 0 071[-397,0 —468,0 —169,01\"'T 0 1 0
0 0 0] [—464,0 —826,0 —359,0]) [o 0 1]
0 o 1ll-146,0 —-393,0 —245,0 —20 78 BB
—397,0 —468,0 —159,0
=|—-464,0 —846,0 —389,0]
|—149,0 —423,0 —296,0
1 0 0
Ss=10 1 0|+
0 0 1

[ 0 1 01" [—397,0 —468,0 —159,01/[1 0 0
0 0 1 ] [—464,0 —846,0 —389,0] <[O 1 0] -
[—20 —24 —-91 [-149,0 —423,0 —-296,01\l0 0 1

[0 0 O 397,0 —468,0 —159,01\"'[ 0 1 0

0 0 O] [ 464,0 —846,0 —389,0]) [ 0 0 1 ]
0 0 1 149,0 —423,0 -296,0 —-20 -24 -9
[—399,0 —470,0 —130,0]

—468,0 —861,0 —331,0
—153,0 —448,0 -328,0
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1 0 0
S;=10 1 o+
0 0 1
[0 1 0171-399,0 —470,0 —130,01/[1 0 O
0 0 1] [—468,0 —861,0 —331,0]<[0 1 0]—
—20 —-24 —9] |-153,0 —448,0 —-328,0l\lo0 0 1
0 0 071[-399,0 —470,0 —130,01\"*T 0 1 0
0 0 o] [—468,0 —861,0 —331,0]) [0 0 1]
0 0o 1l[-153,0 —448,0 -—328,0 —-20 —-24 -9
—397,0 —468,0 —139,0
=(—470,0 —-893,0 —412,0]
|—159,0 —499,0 —461,0
1 0 0
S3=10 1 o]+
0 0 1
[0 1 017 1-397,0 —468,0 —139,01/[1 0 O
0 0 1] [—470,0 —893,0 —412,0]([0 1 0]—
20 —24 —9] |-159,0 —499,0 —-461,0l\lo0 0 1
0 0 071[-397,0 —468,0 —139,01\"'T 0 1 0
0 0 o] [—470,0 —893,0 —412,0]) [o 0 1]
[0 0 1l11-159,0 —499,0 —461,0 —20 #2488
—397,0 —468,0 —159,0
=(—476,0 —930,0 —614,0]
|—162,0 —524,0 —512,0
1 0 0
S=10 1 o+
0 0 1
0 1 01°71-397,0 —468,0 —159,01/[1 0 0
0 0 1] [—476,0 -930,0 —614,0]([0 1 0]—
|20 —-24 —9] |-162,0 —524,0 —-512,0l\lo0 0 1
0 0 01[-397,0 —468,0 —159,01\"'[ 0 1 0
0 0 o” 476,0 —930,0 —614,0]) [0 0 1]
0 0 1l1l-162,0 —-524,0 —-512,0 —-20 -24 -9
—397,0 —4580 —79,0
—[—472,0 —895,0 —412,0]
—-156,0 —463,0 —359,0



1 0 0
Si=10 1 0|+
0 0 1
0 1 0773970 —4580 -79071/[1 0 O
0 0 1] [—472,0 —895,0 —412,0] <[0 1 0]—
[ —20 —-24 —91 [-156,0 —463,0 —-359,0 0 0 1
0 0 0][—3970 —4580 —7907\ ‘[ O 1 0
0 O 0] [—472,0 —895,0 —412,0]) [0 0 1]
0 0 111-156,0 —463,0 —359,0 —-20 =24 -9
—399,0 —470,0 -180,0
= [—474,0 —928,0 —613,0]
—157,0 —480,0 —-430,0
1 0 0
So=10 1 0 +
0 0
[0 399,0 —470,0 -180,0 1 0 O
0 ][474,0 —-928,0 —613,0]([0 1 0]—
[ —20 —24 -9 157,0 —480,0 —430,00\l0 0 1
0 0 0][—399,0 —470,0 —180,01\ ' 0 1 0
0 O O” 474,0 —-928,0 —613,0]) [0 0 1]
0 0 1 157,0 —480,0 —430,0 -20 -—-24 -9
[—399,0 —470,0 —180,07
=1-474,0 -928,0 -613,0
|—157,0 —480,0 —430,0.
Karena S; = S, maka hitung mundur berhenti dan didapat S; adalah:
'—399,0 —470,0 —180,0]
Sy =|—474,0 —-928,0 —-613,0
[—157,0 —480,0 —430,0]

Kemudian berdasarkan persamaan (4.37) maka didapat fungsi kendali yaitu:

o1 /1 0 1 01"
w, = —R,|0 0 0] § 1 (Sk — Qi) Xk,
1 -20 -24 -9
[0 1 071?!/[-399,0 —470,0 —180,0
—[0o 0o 1]| o 0 1] <[—474,0 -928,0 —613,0| -
|—20 —-24 -9 —157,0 —480,0 —430,0
1 0 0
0 1 0of|x
0 0 1
=[-20,0 —23,5 —9,00]x,

-1



Maka diperoleh u; =[-20,0 —-23,5 -9,00]x),, kemudian substitusikan
kebentuk kanonik terkontrol sehingga didapat:

[ 0 1 0 0
Xper=| 0 0 1 |x.+|0|[-20,0 -235 —9,00]x,
20 —-24 -9 1
0 1 0 0 0 0
Xk+1 — [ 0 0 1|+ 0 0 0 ])xk
-20 -24 -9 -20,0 -23,5 -9,00
[ 0 1 0
xk+1 = 0 0 1 xk
|—40 —47,5 -—18

Selanjutnya berdasarkan persamaan (2.8) maka dicari analisa kestabilanya sebagai
berikut:

AiskAk — Sk = —0Qk,

0 0 —4017[S11 S12 Si13 0 1 0 S11 S12 Si3
1 0 —475|]|51 Sz Sz3 0 0 1 [— Sy S So3
0 1 —18 | 531 532 533 —4‘0 —4‘7,5 —18 531 S32 533
1 0 0]
=—|0 1 0
0O 0 1l
1600855 — Sy, —40S5, + 1900845 — Sy, —40S5, + 720555 — Sy
[—40513 + 1900855 — Sp;  Spy — 47,555, — 47,55,5 + 2260855 — Sy Sip — 47,555, — 1885 + 855555 — 523}
—40S,; + 72035 — Sa;  Spy — 1884, — 47,55,5 + 855855 — Ss, S,y — 18855 — 1855 + 323853
10 0
=—[o 10
00 1

maka diperoleh persamaan sebagai berikut:
1600833 — Sy, = —1
—40S83; + 1900835 — S;, = 0
—40S3 + 720855 —'S,3 = 0
—40S;5 + 1900835 — S,; = 0
Siy — 47,583, — 47,5813 + 2260855 — S,, = —1
Si3 — 47,553, — 1883 4 8558555 — Sp3 = 0
—40S,5 + 720835 — S3; = 0
Sy1 — 1883, — 47,553 + 855535 — S5, = 0
Spy — 1883, — 188,53 + 323555 = —1
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maka dldapatkan 511 == _10,52, 512 - _4‘,14, 513 == _0,24‘, 521 == _4‘,14,

522 - _3,13, 523 - _0,12, 531 == _0,24‘, 532 - _0,12, 533 == _0,01, Ialu
buktikan dengan mencari nilai eigen:
—-10,52 —4,14 -0,24
S = [—4,14 -3,13 —0,12]
-0,24 -0,12 -0,01
lalu dibentuk persamaan karakteristik, sebagai berikut:
det(Al=5) =0
A 0 O —-10,52 —4,14 -0,24
det([o A0 —[—4,14 —3,13 —O,12]>= 0
0 0 A -0,24 -0,12 -0,01
A+ 10,52 4,14 0,24
det( 4,14 A+3,13 0,12 > = (0
0,24 0,12 A+0,01
A3 + 13,661 + 15,85251 + 0,064568 = 0
A =—12,38, 4, = —1,27,dan 1; = —0,004
Berdasarkan perhitungan diatas diperoleh nilai eigennya 4, = —12,38,
A, = —1,27, dan A; = —0,004, maka persamanaan dinamik pada contoh diatas

tidak stabil.
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