BAB |1
LANDASAN TEORI

2.1 Matriks

Definisi 2.1 (Howard Anton, 1987) Matriks adalah susunan segi empat
siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut
dinamakan entri dalam matriks.

Di bentuk sistem persaman linier sebagai berikut :

f1(x1, X2, o, Xn) = A11X1 + A12X5 + o+ AgpXy

f2(x1, X2, oy Xn) = Ap1X1 + ApXy + ++ AgnXy

(2.1)
Ja (X1, X2, %) = ApyXy + QpaXy + o0 QupXp,
Sistem Persamaan (2.1) dapat dibentuk sebagi berikut :
f]_(xl,X'Z, ...,Xn) 'a11x1 + aA12Xo + .-+ A1nXn
f2(x1, %2, o, X)) | _ [@21%1 + Q22X o0 F QonXn
n(xl; X25 v xn) [An1Xy + ApaXp + 0+ AppXy
-all Q12 . Qin][X*1 (22)
_|@21 Q22 - Q2p||X2
|An1 Anz2 - Aun] [ Xn

maka Persamaan (2.2) dapat ditulis menjadi f(x) = Ax, sehingga jika di
diferensialkan secara parsial diperoleh

[afl(xl,xz, L9 ) 0f1(x1, x5, ...,xn)]
2 9 0y 0t (2.3)
—(f(x) ==—(Ax) = : : = A.
ax |/ 00) = 55 U Of, (X1, Xz, e %) Of, (X1, Xz, o %)
dx, x,,
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Contoh 2.1:
Carilah  —(f)untuk  f,=4x;+7x,  dan  f, = 5x,+8x,

Penyelesaian:

0f Oh)
of |9x; 9xg
ax  |0f; 6f2|
0x; 0x,

d d ]
a—xl (4X1 + 7X2) a—xz (4x1+7x2) |

) 3 d J

-a_xl (le + 8x2) a_xz (5x1 + 8x2)
Ny =
1 [5 sl 1§

X1

Selanjutnya, Jika didapat y = [y;y, .. y,]7dan x= xz maka berlaku

Xn
hubungan sebagai berikut:
[a(y X ] [a(XTY)] y,
2 mo=| I e
o [a(y x ‘ [a(xm‘ p (24)
0x, 0%
dan
[0(y" Ax)] [0(x"ATy)|
dx d0x
0 1 0 1 (2.5)
E (y"Ax) = 5 = &(XTATY) = : = A"y
[a(yTAx)J [O(XTATy)J
0x, 0x,
Contoh 2. 2'

T AT 2 _ yl _ X1
Tentukan (y Ax) = A"y dengan A = [ | y= 3’2] dan x = [xz]
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Penyelesaian:

0 4 211*1
&(YTAX) =[V1 Y2] [Xz]

8 5
B 4x; + 2x,
=D ¥ 8x;, + SxZ]
= (4x1 + 2x3)y;1 + (8x1 + 5%2)y;
Sehingga,
a
= 4x1y1 + 2xy1 + 8x1Y, + 5x2,
N & 83’2]
2y; + 5y,
il [4 8 [3’1]
2 512
— ATy

Jika matriks simetri, maka :
0 - T _
E (x"Ax) = 2Ax

Contoh 2.3:

Tentukan = (xT Ax) = 2Ax dengan A = [4 8
ox 8 4

Penyelesaian:

D TN 4 8%

— (x"Ax)=[x1 x2] 3 4] [xz]

[ X 4x, + 8x2]

8x; + 4x,

= x;(4x1 + 8x3) + x,(8xy + 4x3)
= 4x12 + 8x1x, + 8x1x, + 4x22
% = 4x,% 4+ 16x,x, + 4x,°
_ 24x; + 2.8x2]
2.8x; + 2.4x,

. 2[4x1 + 8x2]
T 7 8xy 4+ 4x,

=2[3 [

= 2Ax

(2.6)
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2.2 Kestabilan Sistem Diskrit
Sebelum pembahasan kestabilan perlu didefinisikan titik ekuilibrium, sebagai
berikut :
Definisi 2.2 (Olsder, 1994) Diberikan persamaan diferensial orde satu yaitu
x = f(x) dengan nilai awal x(0) = x,, sebuah vektor x yang memenuhi
f(X) = 0 disebut titik ekuilibrium.
Berdasarkan (Ogata, 1995) akan diberikan defenisi untuk kasus kestabilan
waktu diskrit sebagai berikut:
Teorema 2.2 (Ogata, 1995) diberikan sistem persamaan waktu diskrit:
Xp+1 = AxXy (2.7)
Dengan x; adalah vektor state dan A adalah matriks non singular nxn, untuk titik
ekuilibrum x;, = 0 dikatakan stabil asimtotik jika terdapat matriks s; simetri dan
positif definit yang memenuhi:
AlsiAr — sk = —Qy, (2.8)
Dengan matriks Q adalah matriks simetri dan definit positif.
Selanjutnya untuk melengkapi pembahasan pada bagian ini, diberikan contoh
sebagai berikut:

Contoh 2.4
Tentukan kestabilan dari persamaan sistem berikut:

i e e P

Penyelesaian:
Untuk menentukan kestabilan dari persamaan sistem di atas, dimisalkan matriks Q

Adalah matriks identitas maka dapat dilakukan langkah sebgai berikut:

Ay si Ay — s = —Qx,

los 1o sl 1=l sl ==
S22 — S11 —1.5s1, — 522] __[1 0]
—1.55,, — 55, 0.255y; + 515 0 1

Berdasarkan matriks di atas, diperoleh 3 persamaan sebagai berikut:
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S22 — 811 = —1
—1.551, — 55, =0
0.25511 + 51, =—1
Sehingga kita dapatkan nilai s;; = 4,s,, = —2,5,, =3 dan dapat dibentuk

14 -2
$= [_2 3 ]

Kemudian dibuktikan matriks S adalah matrik definit positif sebagai berikut:
Det (AI—=8)=0

e ([} 914, 7=

Det[/lg4 /133]=0

menjadi:

1-4)1-3)—-4=0
A2—714+8=0
Oleh karena itu, diperoleh nilai eigennya
A, =144 dan 1, = 5.56
Dari matriks di atas didapat: A, = 1.44 , dan A, = 5.56 , karena A; > 0,i = 1.2
maka dapat disimpulkan matriks di atas adalah matriks S definit positif. Maka

persamaan pada contoh ini stabil asimtotik.

2.3 Kendali Optimal Waktu Diskrit

Selanjutnya pada subbab yang ketiga ini, akan dibahas tentang kendali
optimal waktu diskrit, pertama akan dibahas terlebih dahulu tentang masalah
umum kendali optimal waktu diskrit.
2.3.1 Masalah Umum Kendali Optimal Waktu Diskrit
diberikan persamaan fungsi kendali secara umum masalah kendali optimal waktu
diskrit sistem dinamis sebagai berikut:

Xk+1 = fk(xk,uk)r (2.9)

dengan kondisi awal x,, dengan x; adalah vektor berukuran n dan kontrol input
u;, adalah vektor berukuran m.

Selajutnya diketahui fungsi tujuan sebagai berikut:

-5



] = BN, x) + ) (o w) 2.10)
k=1

Kemudian, untuk menentukan solusi dari masalah umum kendali optimal
waktu diskrit diperlukan persamaan-persamaan yang berfungsi untuk

meminimalkan fungsi objektif, adapun persamaan itu adalah sebagai berikut:

Persamaan Hamilton :  H = L¥(x,, wp) + AL f%(xp, wy) (2.11)
Persamaan state P X = %, k=i--,N-1 (2.12)
Persamaan kostate : A, = ;THk vk =10,--,N—1 (2.13)
Persamaan stationer : 0= :THk k=1, ,N—-1 (2.14)

2.3.2 Kendali Optimal Waktu Diskrit Lingkar Tertutup
Berikutnya bagian ini dibahas masalah kendali lingkar tertutup linier
kuadratik, didefinisikan persamaan linier sebagai berikut:
Xp+1 = ApXy + By, (2.15)

dengan x;e R™ , fungsi tujuan yang terkait adalah fungsi kuadratik sebagai
berikut:

N-—
1
] = 32 Suy + Z ] Qe + Ul Riay) (2.16)
k=1

Pada persamaan (2.15) diasumsikan Qy, Ry, dan Sy adalah matrik simetri semi

definit positif dan Rj, # 0 untuk semua k.

Persamaan Hamilton : H = %(xTQkxk + ul R uy) + AL, (Apxy + Bruy),

(2.17)
Kemudian persamaan (2.16) menghasilkan persamaan state dan costate
Persamaan state CXpy1 = a;—Hz Apxy + Buy, (2.18)
k+1
Persamaan costate : A = ;TH = Quxx + AL Aki1, (2.19)
k
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Persamaan stationer 0= ;TH = Ryuy + Bl Ajsq (2.20)
k

Menurut persamaan (2.20) diperoleh:

W, = =Ry "B A4 (2.21)
Kemudian persamaan (2.21) substitusikan ke persamaan (2.18) :

Xie+1 = ArXye — BrRi; "B Agi (2.22)
Selanjutnya diasumsikan:

Ak = SpXxy, (2.23)
Gunakan persamaan (2.23) ke dalam (2.22) untuk mendapatkan persamaan:

X1 = AxXi — BiRi ' B Sis1Xis1 (2.24)

Pemecahan untuk x,.,; menghasilkan:

Xis1 = (1 + BrRi ' B S ) M ArXye (2.25)
Substitusikan persamaan (2.23) dengan persamaan costate (2.19):

SiXr = QuXy + AfSka1Xk+1 » (2.26)
Substitusikan persamaan (2.25) dengan persamaan (2.26):

Sk = AkSks1(I + BiRi ' B Sps) M Ak + Qe (2.27)

Gunakan inversi matriks:
Sk = Ap[Sk+1 = Sk+1Bi(Bi Sk41Bi + Ri) ' B Si1] Ak + Qi (2.28)

Kemudian persamaan (2.28) dapat dibentuk:

Sk = Ak(Sici1 + BiRi'B) T Ay + Q. (2.29)
Persamaan (2.29) merupakan persamaan Riccati. Persamaan Riccati tersebut akan
dicari solusi S, kemudian dari persamaan (2.19) dapat dibentuk persamaan
sebagai berikut:

A1 = (AR 7 (A — Qrexy) (2.30)
Berdasarkan persamaan (2.23) maka persamaan (2.30) menjadi:

Aiev1 = (A) 7 (Sex — Qrexy)

= (AR (Sk — Q)X (2.31)
Kemudian substitusikan persamaan (2.31) ke persamaan (2.21) menjadi:
W, = =Ry "B Asa
= —Ri "B, (A) " (S — Q) xic (2.32)

Persamaan (2.32) dapat disederhanakan menjadi:
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u, = —Kpxy ,
dimana:
Ky = =Ry "B (AR) (S — Qi) X -

2.4 Bentuk Kuadratik
Bagian ini akan dijelaskan bentuk umum kuadratik suatu matriks yaitu:

X1
xT Ax dengan x = xz (2.33)
xn

dengan A sebagai matriks ukuran nxn. Kemudian dari persamaan (2.33) diuraikan
menjadi persamaan kuadratik yang didapat:

C12X% + C1a%X1 X5 + C13X1X3 + -+ Co1)Xn—1X1 + Cn X, (2.34)
persamaan (2.33) merupakan bentuk persamaan kuadratik dengan n variabel
Xq,Xz, ., Xp UNtUK @ < j,j < n dan ¢;je R. Selanjutnya persamaan (2.34) dapat

dibentuk ke notasi sigma sebagai berikut:

n n
z Cijxl'x]'
1j=1

Menurut (Lewis, 1995) sifat definit dari persamaan kuadratik (2.33) dapat

diperoleh dengan menghitung nilai eigen dari matriks A. Jika A matriks simetri
berukuran nxn dan 14,1,, ..., 4, merupakan nilai eigen dari matriks A sehingga
bentuk kuadratik x” Ax dapat memenuhi:
1.. Definit positif jika dan hanya jika A; > 0 untuk semua i
2. Semi definit positif jika dan hanya jika 4; = 0 untuk semua i
3. Definit negatif jika dan hanya jika A4; < 0 untuk semua i
4. Semi definit negatif jika dan hanya jika A4; < 0 untuk semua i.

Selanjutnya untuk memahami bentuk diatas maka diberikan contoh sebagai
berikut:

Contoh 2.5

2 0

Tentukanlah definit dari matriks A = [0 4l
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penyelesaian:
Det (A1—A) =0

vec (3 9118 - =0

A2—61+8=0
/11 == 2 ,/12 - 4‘
Jadi matriks A disebut matriks definit positif.

Contoh 2.6

Tentukanlah definit dari matriks A = [_05 _0 4].

penyelesaian:
Det (Al —A4) =0
pet (g 3l 2-[7 Z)=0
A2+91+20=0
A+4)A+5)=0
A =—-4,1,=-5
Jadi matriks A disebut matriks definit negatif.

2.5 Representasi State Untuk Sistem Waktu Diskrit

Menurut Ogata (1995) diberikan persamaan karakteristik dinamik diskrit
sebagai berikut:

yk)+ay(k—1)+a,y(k—2)+ -+ a,y(k —n) = byu(k) +
byu(k — 1) + - + byu(k — n) (2.35)
dimana u(k) sebagai input dan y(k) sebagai output dari sebuah sistem pada k.
Perhatikan koefisien a; untuk i=1,2,---n dan b; untuk j=0,1,2,-n.
Kemudian didefenisikan transformasi z sebagai berikut:
y(k) = y(z) dan y(k — i) = z "ty (k) dan u(k) = u(z) dan u(k — i) = z"'u(2)
maka persamaan (2.35) menjadi:
y(2) + a1z7ty(2) + - + anz "y (2) = bou(z) + byz u(2) + - + bz "u(z)

y2) A +az7t++a,z7™) =u(z)(by + bzt + -+ b,z7")
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y(z) _ bo+biz 4-tbpz ™
u(z)  1+a1z-l++apz ™

atau

y(z) _ boz"+byz" 1 +--+by
u(z) zZM+az" 4 tay

(2.36)

Persamaan (2.36) dapat direpresentasikan kebentuk kanonik terkontrol yaitu:

1(k+1) 0 1 0 - 0 q[ 0]
I[xz(k+1)]| I[ 0 0 1 0 ]|| xz(k) I
1 (k + 1) [ 0 : 0 1 Hxn 1(k)
| x,(k+1) ] - —anoy —an adl x, (k)
[9]
(0]
+|(E)|u(k) (2.37)
i

Contoh 2.7
Diberikan sebuah fungsi pulse transfer

y(z) Z |
u(z) z2+13z+04
Representasika fungsi pulse transfer menjadi bentuk kanonik terkontrol

Penyelesaian:
Berdasarkan persamaan (2.35) dapat direpresentasikan kebentuk kanonik

terkontrol sebagai berikut:

1(k +1) (k)
[;Cz(kil) 1% 0] [;Cz(k) +[]uc
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