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LANDASAN TEORI

=i Matriks
Definisi 2.1 (Howard Anton, 1987): Matriks adalah susunan segi empat
siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut

dinamakan entri dalam matriks.
Di bentuk sistem persaman linier sebagai berikut :

f1(x1, %2, o Xp) = A11X1 + Q1aXp + -+ Xy
f2(X1, X2, ooy Xp) = Ap1X1 + ApX5 + -+ AppXy

fn(xl'xZ' ---'xn) = Ap1Xq + ApaXy + - AppXp (2.1)

dari sistem Persamaan (2.1) dibentuk matriks yaitu :

filx1, Xz, o, X)) [Q11X1 + Qa2Xp + o0+ QynXy
f2(X1, X2, e, X)) | _ | @21%1 F+ Q22X + -+ Aop Xy
. i H )

fn(xll X2, vy xn) | An1X1 + ApaXpy + 0+ AppXyp
(a1 @12 - Qin|[X1
dz1 Az - Qan||X2

=1 : 2 0 2 4B (2-2)

| An1 Ap2 =+ Gpul [ Xn

Selanjutnya Persamaan (2.2) dinotasikan :

a1 Az o Qan X1 f1(x1, %2, -0, X))

a a a x X1, X2, ) X
A=|"2 T2 "|dengan a;j e R, x = ["?|dan f(x) = f20a, A W

An1 Qpz - Qpp Xn fn(xl, X2y veny xn)

Diperoleh sistem persamaan liniernya adalah f(x) = Ax dengan A € R™",

x € R™ dan diferensial dari matriks [dx; dx, .. dx,]” dinotasikan dengan dx.



Selanjutnya, diferensial parsial dari f(x) terhadap x, maka diperoleh :
[0fi(x1, %2, Xn) 0fi (%1, X3, ) Xn)

| 0x, ” 0xy, |
(f(x)) ——(Ax) = | P (2.3)
|afn(x1Jx2'-";x ) afn(xl,xz,...,xn)|
0x4 0x,, |
Untuk memahami Persamaan (2.3), maka diberikan contoh sebagai berikut:
Contoh 2.1:
Carilah = (f(x)) untuk f, = 4x,+5x; dan f, = 2x,+6x,
Penyelesaian :
L
a_f __|oxq  0x,
ox (9L 9f
| 0x, 0x,
[ 2 (4x,+5 2 (4,45
h axl( x1+5%3) axz( x1+5%x3)
N d
_a_x:l (le + 6x2) a_xz (le + 6XZ)
_[4 5
2 6
=A
X1
selanjutnya, jika diambil y = [y; v, .. y,]T danx = x:z maka berlaku
xTL
hubungan sebagai berikut :
[2070)] [2G"]
(T)|6x1| (T)|6x1
y x)= =8\X P =)
loora| % )| (2.4)
Oxp, I_ J
Selanjutnya juga berlaku hubungan :
[00T4x)] [0 4Ty)]
2 ran=| 1 |=2erary=| |
—(y'Ax) = =—x'Ay) = : =Ay.
ox la(yTAx)I ox la(xTATy)l (2.5)
l 0xp J l Oxy, J
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Selanjutnya untuk memahami Persamaan (2.5), maka diberikan contoh sebagai
berikut:

Contoh 2.2 :

i T AT _ 1 2 T _ _ xl
Tentukan P (y"Ax) = A"y dengan A = [3 Ay = [V1 Yz2]danx = [xz]
Penyelesaian:

(YTAx) =[y1 Y] [1 2] [2]

3 4
. [xl . 2x2]
—IE 2 B, W 2

= y1(x; + 2x3) + y,(3x; + 4x3)

[ 0

5 . (x1y1 + 2x21 + 3%y, + 4x25)
o5 (1y1 + 21 + 31y, +4x2y,) = P
Ery (x1y1 + 2x21 + 3x1y, + 4x,5)

_ [y, + 33’2]
2y, + 4y,
131
12 4] [Yz]
— ATy
X1
X
Jika matriks A adalah simetri dan x = |2 , maka berlaku:
xn
0 T _ 2.6
> (xTAx) = 2Ax. (2.6)

Untuk memahami Persamaan (2.6), maka diberikan contoh sebagai berikut:

Contoh 2.3 :

QT _ _[2 4
Tentukan o (x"Ax) = 2Ax dengan A = [ 4 6]
Penyelesaian:

2 41*
(xTAx) =[x1 x2] [4 6] [x;]
2xy + 4x2]
4x; + 6x,

:[x1 xz] [
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- xl(le + 4‘XZ) + Xy (4‘x1 + 6x2)
[ 0
E (lez + 4x1x2 + 4x1x2 + 6x22)

0 ( 2 2

P le + 4x1x2 + 4x1x2 + 6x2 ) -
& % (lez + 4x1x2 + 4‘x1x2 + 6x22)
LOA2

[ 0 2 2
a_xl (le + 8x1x2 + 6x2 )

9 2 2
_E (le + 8xle + 6x2 )

_[4x; +  8x; ]
T 18x; + 12x,

— 9 [le + 4x2]
T T l4x; + 6xy

_S[2 4%

—a [4 6] [xz]

= 2Ax

2.2 Bentuk Kuadratik

Bagian ini akan dijelaskan bentuk kuadratik suatu matriks juga sifat definit
positif maupun sifat definit negatif oleh Lewis (1995). Diberikan bentuk umum
persamaan kuadratik sebagai berikut :

C11%F + C12X1X5 + C13X12X3 + -+ + - B ok i (2.7)
Persamaan (2.7) disebut bentuk persamaan kuadratik dengan n variabel
X1, X9, ..., Xn. Bentuk kuadratik di atas dapat diubah ke bentuk sebagai berikut :

n

Z CinixJ' = xTAx,

n
i=1j=1 (2.8)

untuk i <j, j <n dan c;; € R dengan € R" , A € R™" dan matriks A adalah
matriks yang simetri. Selanjutnya untuk memahami bentuk di atas, maka

diberikan contoh sebagai berikut :

Contoh 2.4 :
Jabarkan notasi sigma berikut menjadi bentuk kuadratik :
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2 2
>3 i

i=1j=1
Penyelesaian :

Notasi sigma tersebut dapat diuraikan dengan langkah berikut :

2

2 2
Z Z CijXiXj = Z{Cilxixl + CcipXixp}
i=1

=1 j=1 i=
= C11X1X1 T C12X1X3 T C21X2X1 T C22X2X;
_ 2 2
= €11X1° T C12X1Xz + C21X2X1 + C2X>

= (%1611 + X2C21)X1 + (X1C12 + X2C22)%;

X1
= [X1C11 + X2C21  X1C12 + X202 [xz]

€11 C1211%1
= =l o]
C21 Co2llXy

Selanjutnya untuk menentukan apakah bentuk kuadratik x”Ax dikatakan
definit positif ataukah definit negatif, dapat ditentukan dengan melihat nilai eigen
dari matriks A. Hal ini sebagaimana dijelaskan oleh Lewis (1995) yaitu jika A
matriks simetri berukuran n xn dan A;,4,,...,4, merupakan nilai eigen dari
matriks A, maka bentuk kudratik x” Ax memenuhi :

1.  Matriks A definit positif jika semua A4; > 0

2. Matriks A semi definit positif jikasemua4; > 0,31, =0

3.  Matriks A definit negatif jika semua 4; < 0

4. Matriks A semi definit negatif jika semua 4; < 0,3 4; = 0.

jika matriks A tidak memenuhi keempat syarat di atas, maka bentuk kuadratik

xT Ax disebut undefinite.
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Contoh 2.5 :
Diberikan matriks A4 = [8 g] akan ditentukan sifat definit dari matriks A.

Penyelesaian :

Untuk menentukan sifat definit dari matriks A dapat diselesaikan dengan langkah-

langkah berikut :

det (A —A)=0
w(ly -6 )0

det[AE6 )IEB]ZO

1-6)(1—-8)—-0=0
1-6)(1—8)=0
maka diperoleh nilai eigennya,
Ay =6dan 1, =8

dari matriks di atas didapat : 4, =6, dan A1, = 8, karena A; > 0, i = 1,2 maka

dapat disimpulkan matriks di atas adalah matriks definit positif.

2.3 Kestabilan Sistem Diskrit
Sebelum kita membahas tentang kestabilan, kita bahas terlebih dahulu

tentang titik ekuilibrium berdasarkan definisi yang diberikan sebagai berikut :

Definisi 2.2 (Olsder, 1994) Diberikan persamaan diferensial orde 1 yaitu x =
f(x) dengan nilai awal (0) = x, , sebuah vektor x yang memenuhi f (x) =
0-disebut titik ekuilibrium.

Selanjutnya berdasarkan (Ogata, 1995) akan diberikan definisi untuk kasus

kestabilan waktu diskrit sebagai berikut :

-6



Teorema 2.1 (Ogata, 1995) diberikan sistem persamaan waktu diskrit
Xpr1 = AXy,

Dengan x; adalah vektor state dan A adalah matriks non singular n x n, untuk
titik ekuilibrium x;, = 0 dikatakan stabil asimtotik jika terdapat matriks S simetri
dan definit positif yang memenubhi :

ATSA—S=—-Q

Dengan matriks Q adalah matriks simetri dan definit positif.

Selanjutnya untuk melengkapi pembahasan pada bagian ini, diberikan

contoh sebagai berikut :

Contoh 2.6 :

Tentukan kestabilan dari persamaan sistem waktu diskrit berikut :

g Bl P | o
Penyelesaian :

Untuk menentukan kestabilan dari persamaan sistem di atas, dimisalkan matriks Q

adalah matriks identitas maka dapat dilakukan langkah sebagai berikut :

ATSA—S§ = —(
[ [ B PR
S22 — S11 —1.5515 — 522J _ [1 0
—16s1,1— 15,2 0.255.] &5 of1

Berdasarkan matriks di atas, diperoleh 3 persamaan sebagai berikut :
Sp2 —S11 = —1
_1.5512 - 522 - 0

0.25511 + 512 = _1
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Sehingga kita dapatkan nilai s;; =4, s1, = —2, s,, =3 dan dapat dibentuk

menjadi :
4 =2
5= [_2 3 ]
Kemudian dibuktikan matriks S adalah matriks definit positif sebagai berikut :

det (A —-5)=0
el 914 2=

det[’1;4 AE3]=O

1-—4)(1-3)—4=0
A2—-71+8=0
maka diperoleh nilai eigennya
A1 = 144 dan 4, = 5.56

dari matriks di atas didapat : A; = 1.44 , dan A, = 5.56, karena 4; >0, i =
1, 2 maka dapat disimpulkan matriks di atas adalah matriks definit positif. Maka

persamaan pada contoh ini stabil asimtotik.

2.4 Kendali Optimal Waktu Diskrit

Selanjutnya pada subbab ini, akan dibahas tentang kendali optimal waktu
diskrit, pertama akan dibahas terlebih dahulu tentang masalah umum kendali
optimal waktu diskrit, kemudian dilanjutkan membahas tentang kendali linier

kuadratik dengan umpan balik loop tertutup.

2.4.1 Masalah Umum Kendali Optimal Waktu Diskrit
Diberikan persamaan fungsi kendali secara umum masalah kendali optimal
waktu diskrit sistem dinamis sebagai berikut :
Xper1 = fRxpu), k=12,..,n (2.9)
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dengan kondisi awal X,, dengan X, adalah vektor berukuran n dan kontrol input

u, adalah vektor berukuran m.

Selanjutnya diketahui fungsi tujuan sebagai berikut :

Ji = O(N,x,) + XRZo L (xp, uy) (2.10)

Kemudian, untuk menentukan solusi dari masalah umum kendali optimal

waktu diskrit diperlukan persamaan-persamaan adalah sebagai berikut :

Persamaan Hamilton : H% = L (x, uy) + AL 2ok, wy) (2.11)
oH¥ _

Persamaan state : Xjp1 = —, k=i..,N-1, (2.12)
02k+1
oHk ,

Persamaan costate A = —, k=i..,,N—1, (2.13)
axk

L oH¥ ,

Kondisi stasioner 0=——o1], k=i..,N—1, (2.14)

auk

2.4.2 Kendali Optimal Waktu Diskrit Lingkar Tertutup
Berikutnya bagian ini dibahas masalah kendali lingkar tertutup linier
kuadratik dari masalah kendali lingkar tertutup didefinisikan persamaan linier
untuk waktu diskrit sebagai berikut :
Xp41 = Axy + Buy, (2.15)

Dengan A € R™", B € R™™, x, € R"™ dan kendali input u; € R™ dan
meminimalkan fungsi objektif yaitu :

1 1 -
Ji = S XSy + 5 TN (KRQx; + ufRwy), (2.16)

Kemudian, untuk menentukan solusi dari masalah umum kendali optimal waktu
diskrit diperlukan persamaan-persamaan yang berfungsi untuk meminimalkan
fungsi objektif . Kendali awal state diberikan sebagian x;. Asumsikan @, R, dan

Sy adalah matriks simetri semi definite positif.
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Persamaan Hamilton : H* = %(x};ka + ulRuy) + A% (Ax, + Buy),

Kemudian Persamaan (2.15) menghasilkan persamaan state dan costate

oHk

Persamaan state : Xp41 = — = Axy + Buy,
041

. _ OHk _ T

Persamaan costate : A = T Qxy + A" Ajyq,
- : . _ OHg _ 1

Kondisi stasioner : 0= T Ruy + B Ay 4q,
Menurut Persamaan (2.20) diperoleh :

U = —R7'BT A1,

Kemudian Persamaan (2.21) subtitusikan ke Persamaan (2.18) :
Xi+1 = Axg — BR™'B" Aiyq,
Selanjutnya diasumsikan :
Ak = SpXy,

Ak1 = Sk+1Xk+1

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Subsitusikan Persamaan (2.23) ke dalam (2.22) untuk mendapatkan persamaan :

Xi+1 = AX — BRT'BTSj 1 Xpiq,
Pemecahan untuk x;.,,; menghasilkan :

Xi+1+ BRT'BTSpp1Xpq = Axy

Xi+1 (I + BR'BTSy 1) = Axy

Xi+1 = (I + BRT'BT S )7 Axy,
Substitusikan Persamaan (2.23) ke Persamaan costate (2.19) :

T
Spxk = Qxp + A" Spy1X 41,

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Substitusikan Persamaan (2.25) ke Persamaan (2.26) :
Se= ATS; (I + BR_lBTSkH)_lA +0,
Gunakan invers matriks :
Sk = AT[Sir1 = Sis1BOB"SpsaB+R) B'Spa]A+Q,
Kemudian Persamaan (2.28) dapat dibentuk :

-1
Se = AT(Skt1 + BR7'BT) "A+0,

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Persamaan (2.29) merupakan persamaan Riccati. Persamaan Riccati tersebut akan

dicari solusi S, kemudian dari Persamaan (2.19) dapat dibentuk persamaan

sebagai berikut :

Akrr = (A 714 — Qxy),

Berdasarkan Persamaan (2.23) maka Persamaan (2.30) menjadi :

A1 = AT (Skxi — Qxy)
= (AN (Sk — Q)xy,

Kemudian substitusikan Persamaan (2.31) ke Persamaan (2.21) menjadi :

w, = —R B iy
= —R7'BT(A") 7' (Sk — Q)xy,
Persamaan (2.32) dapat disederhanakan menjadi :
u, = —Kpxy,
dimana :

K = —R™*BT(A")™(Sx — Q).

2.5 Bentuk Diskon

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Pada bagian ini akan diberikan bentuk persamaan sistem dinamik dengan

pemberian faktor diskon. Persamaan (2.15) diberikan faktor diskon. Berdasarkan
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jurnal yang ditulis oleh Gaitsgory dkk (2016) faktor diskon tersebut,
menghasilkan persamaan sebagai berikut :

X1 = /B (Axy + Buy) (2.33)
Kemudian dapat didefinisikan persamaan:
Xr1 = /B Xy = \/ﬁk\/ﬁ Xk+1

Dan juga X, =+/f¥x, dan @, = /B*u; , sehingga Persamaan (2.33)

menjadi:
X1 = v BF1(Axy + Buy)
Xjs1 = \/ﬁk\/?(Axk + Buy)

2k+1 = \/EA\/ka + \/EB\/Fuk

£k+1 = \/EAQR T \/EBi\lk (234)

maka diperoleh fungsi dinamik dengan faktor diskon (2.34) dengan A€
R™"™ B € R™™,  %.eR™ dan fungsi kendali i, € R™. Selanjutnya fungsi

tujuan setelah pemberian faktor diskon diperoleh sebagai berikut :

Ji = XR=o BX(x1Qxy + upRuy) (2.35)
Selanjutnya fungsi tujuannya menjadi sebagai berikut :

Ji = Xh=0 X1.Q%) + UL Ry, (2.36)
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