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ABSTRAK

Invers Drazin merupakan salah satu jenis invers vang diperumum. Invers Drazin hanya akan terdefinisi untuk
matriks bujur sangkar. Selanjutnya invers Drazin harus memenuhi tiga syarat untuk menjadi sebuah invers
dari matriks C. Pembahasan pada makalah ini bertujuan untuk menentukan invers Drazin dari matriks
Sirkulan. Matriks Sirkulan merupakan matriks bujur sangkar yang khusus dan unik. Matriks Sirkulan dengan
det(C) =0 mempunyai invers Drazin yang dituliskan dengan C”. Invers Drazin ditentukan dengan
menggunakan metode matriks kanonik Jordan. Invers tersebut dapat dicari dengan menentukan matriks
Modal M dan matriks kanonik Jordan | dari matriks C. Matriks Modal M merupakan matriks yang terbentuk
dari vektor — vektor eigen yang diperumum X,, sedangkan matriks kanonik Jordan | merupakan matriks
yang diagonal utamanya terbentuk dari matriks blok Jordan [, (4). Selanjutnya dan kedua matriks tersebut
dapat digunakan untuk menentukan invers Drazin C” dari matriks C. Berdasarkan hasil yang diperoleh,
invers Drazin C” tersebut memenuhi tiga syarat dari invers Drazin sehingga invers Drazin C? merupakan
invers dari matriks C.

Kata kunci :Invers Drazin, Matriks Kanonik Jordan, Matriks Blok Jordan, Matriks Sirkulan

ABSTRACT

Drazin inverse is one type of generalized inverse. The Drazin inverse will only be defined for square
matrices. Next, Drazin inverse must salisfy three conditions to become inverse of matrix C. In the paper fo
determine Drazin inverse of Circulant nx.fr'.r'x. Circulant matrix is square matrix specialty and unique.
Circulant mairix with det(C) = 0 has a Drazin inverse and denoted by CP. This inverse can be obtained by
specifving a Modal matrix M and Jordan canonical matrix | of matrix C. Modal matrix M is a [lutrix where
its colums consisting of generalized eigen vectors x,, while the Jordan canonical matrix ] is a matrix which
entries on its main diagonal consisting of Jordan block matrix [ (A). Next, two matrices were used to
determine Drazin inverse C° of matrix C. Based on results obtained Drazin inverse C° has satisfied three
conditions of Drazin inverse such that Drazin inverse CP is inverse of matrix C.

Keywords : Drazin Inverse, Jordan Canonical Matrix, Jordan Block Matrix, Circulant Matrix

PENDAHULUAN

Teori matriks merupakan pembahasan yang penting dalam ilmu matematika pada aljabar linier. Dalam teor
matriks terdapat berbagai jenis matriks, salah satunya matriks Teoplitz. Matriks Teoplitz pada dasarnya
mempunyai operasi sama dengan matriks biasa hanya saja pada matriks Teoplitz mempunyai struktur dan sifat
yang khusus [17]. Menurut Robert (2005) matriks Teoplitz adalah matriks simetris yang sirkulan dimana setiap
unsur pada diagonal utamanya adalah sama dan setiap unsur pada superdiagonal yang bersesuaian dengan
diagonal utamanya juga sama. Ada beberapa jenis dari matriks Teoplitz yaitu matriks Teoplitz Tridiagonal,
matriks Sirkulan. dan masih banyak lagi jenis-jenis dari matriks Teoplitz. Pembahasan makalah ini terpusat
hanya pada matriks ﬂulan,

Sebuahmatriks dikatakan mcmp@ai invers jika dan hanya jika matriks tersebut nonsingular dan bujur
sangkar dengan n baris dan n kolom atau dengan kata lain jika kolom-kolom atau baris-barisnya bebas linier.
Invers dari suatu matriks yang diperumum mempunyai sifat-sifat invers dari suatu matriks, namun tidak harus
semua sifat terpenuhi. Ada beberapa jenis invers matriks yang diperumum diantaranya vyaitu invers kiri dan
invers kanan (invers satu sisi), invers Drazin, invers grup, invers Bott-Duffin, dan invers Moore-Penrose [11].
Invers yang digunakan pada makalah ini adalah invers Drazin.

Invers Drazin pertama kali dikenalkan oleh Michael P Drazin pada tahun 1958 [11]. Invers Drazin dari
matriks A dituliskan dengan A”. Ada beberapa metode yang digunakan untuk menentukan invers Drazin dari
suatu matriks diantaranya yaitu dengan menggunakan matriks bentuk kanonik Jordan, metode Leverrier
Faddeev, dan metode semi interative tipe BI-CG. Invers Drazin ini dapat diaplikasikan pada beberapa bidang,
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diantaranya vaitu konvergensi asimtotik semigrup operator, sistem persamaan differensial linier, rantai Markov,
kriptografi, multibody sistem dinamik, dan metode numerik. Pada penulisan ini akan dibahas penentuan invers
Drazin dan matriks Sirkulan (4 x 4) dengan menggunakan matriks kanonik Jordan.
METODE PENELITIAN
Metode penelitian dalam makalah ini adalah sebagai berikut:

1. Diberikan matriks Sirkulan,

€ €1 €2 ' G-z Cp
Cpp Co €1 o Cnoz Cnp

Cz €3 G4 C €
a € € € ' haa G

2. Menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks Sirkulan.

3. Menentukan matriks transformasi linier dari matriks Sirkulan.

4. Membentuk matriks dalam bentuk kanonik Jordan.

5. Setelah terbentuk matriks dalam bentuk kanonik Jordan maka akan ditentukan matriks Modal dan basis

kanonik.
6. Setelah matriks bentuk kanonik Jordan dan matriks Modal terbentuk maka akan digunakan untuk
menentukan invers Drazin dari matriks Sirkulan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut diberikan secara umum langkah-langkah untuk menentukan invers Drazin dari matriks Sirkulan

yang berordo 4 x 4 yaitu sebagai berikut.

0616263

€3CpC1C2

C2C3CoC |

Cy1CaC030

2. Selanjutnya akan ditentukan nilai eigen dari matriks C4 .4 dengan det(Al — C) = 0 sehingga diperlukan
Ay, A3, Az dan 4.

3. Untuk menentukan vektor eigen yang diperumum maka terlebih dahulu harus mencari rank dari (C — AI)™
setiap nilai eigend dari matriks tersebut.

4. Selanjutnya akan dican p,, untuk menentukan jumlah vektor eigen vang diperumum dari setiap nilai eigen
A.

5. Kemudian harus memenuhi dua kondist untuk mendapatkan vektor eigen yang diperumum dengan tipe m,
maka dua kondisi tersebut yaitu:
a) (C—AN™Mx, =0.
b) (€ —AN™1x, =0,

1. Matriks Cy 4 =

a a a a
6. Maka didapatkan vektor eigen yang diperumum w, = [2] x = [2] Y = I‘gl dan z;, = I‘EI
d d d d

7. Selanjutnya akan ditentukan transformasi linier T, dengan T(w;) = A,w,. T(x;) = Axy. T(yy) = A3y,
dan T(z,) = A37;.

8. Sehingga didapatkan matriks transformasi linier T yang bersesuaian dengan basis B yang dilambangkan
dengan G.G = [T(wy) T(x) T(n) T(z)l.

9. Selanjutnya akan ditentukan matriks Modal M vang terbentuk dari vektor-vektor eigen vang diperumum
dengan M = [wy; X3 Y1 Z1] dan juga akan dicari invers dari matriks Modal yang dinotasikan M~"

10. Kemudian akan ditentukan matriks bentuk kanonik Jordan dengan ] = M~1CM.

11. Setelah itu, akan dibentuk matriks-matriks blok Jordan [ (1) maka diperoleh [ (1,). J2(45) dan J5(43).

-1
12. Kemudian akan dicari invers dari matriks blok Jordan [jkp(ﬁp)] dengan [J;(A)]7", [Jo(A2)]™" dan
VAC)
-1
13. Sclanjutnya akan dicari invers Drazin dari matriks terscbut dengan C? = M [fk,,('lp}] M-

14. Kemudian €P harus memenuhi tiga syarat untuk menjadi sebuah invers dari matriks tersebut[5]. Tiga
syarat tersebut yaitu;
a) CCP =cPc.
b) cPcc? =cP.
C) CkH1pD — ko
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Berikut diberikan contoh untuk menentukan invers Drazin untuk matriks Sirkulan yang berordo 4 x 4

yailu:
2-1
Contoh 1 Diberikan matriksC = é_i
10

Penyelesaian:
Langpenama adalah menentukan nilai eigen dari matriks Sirkulan dengan persamaan det(Al —C) =0

maka diperoleh nilai eigen dari matriks C adalah 4, = 0,4, = 4, dan 1; = 1, = 2. Untuk memperoleh vektor
eigen yang diperumum terlebih dahulu mencari rank dari (C — AI)™ dengan m = 1,2, ... untuk setiap nilai
eigen. Selanjutnya akan dicari nomor indeks vang terkait dengan rank untuk setiap nilai eigen.

1)  Untukd = 0. maka:

2-1 0-1
_ 10 3-2-1
C=0=5 0 4-2
0000
C — 0I mempunyai rank 3. Selanjutnya akan ditentukan rank(C — 00)%.
6—4 2 —4
_anz — |0 20-16 —4
€-0D"=1p_16 32-16
0 0 0 0

(C — 01)? mempunyai rank 3.

Disebabkan rank(C — 0I) dengan rank(C — 0I)? bemilai sama maka pencarian rank(C — 01)™ berhenti.
Sehingga nomor indeks terkait dengan rank adalah
p = rank((€ — AN®) — rank ((C — ADY)
= rank ((€)*) — rank((C)Y)
=4-3
=1
pz = rank((€C — ADY) —rank((C — A1?)
= rank ((€)*) — rank((C)?)
=3-3
=0
Untuk A = 0, pada tipe 1 terdapat 1 vektor eigen yang diperumum, dan tidak terdapat vektor eigen yang
diperumum pada tipe 2, tipe 3 dan tipe selanjutnya. Vektor eigen pada tipe 1 harus memenuhi dua kondisi
(C)wy; = 0dan (€)°wy # 0, Jikadiberikanw, = [a b ¢ d]"maka:
wy=1[1 1 1 1]

2)  Untuk A = 4, maka:

2-1 0-1

_| 0-3-21
C-4D=105 0-4-4
0000

(C — 4 I) mempunyai rank 3. Selanjutnya akan ditentukan rank (C — 4 1)%.

6-4 2 —4

_anz_ |0 20-16 —4
(C—4D"=1p"16 32-16
00 0 0

(C — 4 I)? mempunyai rank 3.

Disebabkan rank(C — 4I) dengan rank(C — 4I)? bernilai sama maka pencarian rank(C — 41)™ berhenti.
Sehingga nomor indeks terkait dengan rank adalah
pp = rank((€ — AD®) — rank((€C — ANY)
=rank((C — 4% — rank((C — 4DH")
=4-3
15
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=1
p, = rank ((C — ADY) — rank ((C — A?)
= rank ((C — 4NY) — rank((C — 41)*)
=3-3
=0
Untuk A = 4. pada tipe 1 terdapat 1 vektor eigen vang diperumum, dan tidak terdapat vektor eigen yang
diperumum pada tipe 2, tipe 3 dan tipe selanjutnya. Vektor eigen pada tipe 1 harus memenuhi dua kondisi
(C—4Dx, = 0dan (C — 41)°x, # 0, Jika diberikan x;, = [a b ¢ d]|"maka:
=1 -1 1 -1

3)  Untuk A = 2. maka:
0—-10-1
_ _|-10-10
(€-2)= 0000
0000
(C — 2I) mempunyai rank 2. Selanjutnya akan ditentukan rank(C — 2 I)2.

2020
2 |0202
(€-2D ‘[0000‘

0000
(C — 21)? mempuyai rank 2.

Disebabkan rank(C — 2I) dengan rank(C — 2I)? bernilai sama maka pencarian rank(C — 2I)™ berhenti.
Sehingga nomor indeks terkait dengan rank adalah
py = rank((€C — A% — rank((€C — ANY)
= rank((C —21)°) —rank((C — 2D*Y)
=4-2
=2
p = rank((C — ANY) —rank((C — A1?)
= rank((C — 21 —rank((C — 2)?)
=2

=0
Untuk A = 2, pada tipe 1 terdapat 2 vektor eigen yang diperumum, dan tidak terdapat vekior eigen vang
diperumum pada tipe 2, tipe 3 dan tipe selanjutnya. Vektor eigen pada tipe 1 harus memenuhi dua kondisi
(C -2y, = 0dan (C — 21)”y1 #* 0, maka:
=01 0 -1 0]"danz,=1[0 1 0 -1]"
Selanjutnya akan ditentukan matriks transformasi linier, maka: Misalkan P = Rentang {w,}, @ = Rentang

{x,}. dan R = Rentang {y,, 2z;}. maka P, Q. dan R adalah subruang invariant dibawah T atau dibawah C
(matriks transformasi linier T), sehingga basis untuk R* adalah

B=PUQUR= {wy, x4, V1, Z, }.

Sehingga diperoleh,

0 1 1 1 0 0
_lo| _ |1 = 0 1 0
T(wl)—H—(o) B0 1l+(o) O+ Y- [
0 1 1 0 1 ol

- 4 1 1 -1 - 0 0

[ V1 B Y -1 0 1| |4
e = =@ +@|H+ @] 9+ o] } H
=4 1] 1 0 1 0
2 17 1 1 - 0 01

o|l_ |1 1 0 1 0
o0 =| =@+ o+ @||+@| }| < H
L 0 1 L—1 0 L—1 0dg

-0 1 1 1 07 [0
|2l -1 0 1| o

1) =| 2= 0|+ o+ |9+ @] Y=
L—2 1 -1 0 -1 24p

Jadi, matriks transformasi linier T yang bersesuaian dengan basis B adalah

16




a
Jumal Sains Matematika dan Statistika, Vol. I No. 1, Januan 2015
IS8N 2460 - 4542

0000
0400
G = 10020
0002

Selanjutnya akan dibahas mengenai basis kanonik dari vektor eigen yang diperumum untuk matriks Cyang
berordo4 x4  vyang  disebut  matriks Modal.  Basis-basis  vektor eigen yang  diperumum
wy=[1 1 1 1% =[1 -1 1 —-1]",3,=[1 0 -1 0] danz; =[0 1 0 —1]" sehingga

M=[w, x Y1 %]

1110
1-1 0 1
1 1-10
1-1 0-1
Selanjutnya akan dicari invers dari matriks Modal yang dinotasikan dengan M~1, dengan menggunakan

matriks yang diperbesar [M |/] dengan Operasi Baris Elementer (OBE) yang akan membentuk [/ |[M '] maka
diperoleh invers dari matriks Modal vaitu:

1111
44 4 4
111 1
M™=12"21 1
10 10
21721
02 0 2
Selanjutnya akan ditentukan matriks bentuk kanonik Jordan dari matriks Cyang berordo 4 x 4maka
diperoleh:
J=M1cM
0000
_ [0400]
0020
0002

Matriks G merupakan matriks bentuk kanonik Jordan dimana matriks — matriks blok Jordannya adalah
J1(Ay) =1(0) =[0]
J2(43) = J>(4) = [4]
Ry =@ =2 ]
Untuk menentukan invers Drazin dan matriks C yang berordo 4 x 4 . maka akan ditentukan terlebih dahulu
invers dari matriks blok Jordan vaitu:

)1 = [0
@1 = [;
20
V@1 = |2 1
03

Sehingga, invers Drazin untuk matriks € dengan menggunakan Persamaan (2.32), vaitu:
-1
c® = M}, @) M

L

TR e |
— |11 0 affostolilia s =3
021 10_10

1-1 0-17 10goz] [2 2 72_2
0z 0 2z

16 16 16 16
1 3 1 5

- 16 16 16 16
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KESIMPULAN
Berdasarkan pembahasan sebelumnya maka dapat diperoleh kesimpulan, yaitu

1. Matriks Sirkulan vang berordo 4 x 4 dengan det(C, . ,) = 0 mempunyai invers yaitu invers Drazin (C?).
1110

C? dapat dicari dengan menentukan matriks Modal M = dan matriks kanonik Jordan

1-1 0 1
11-1 0
1-1 0-1
0000

_ {0400
J = 10020
0002

eigen yang diperumum dari matriks €. Sedangkan matriks kanonik Jordan | merupakan matriks yang
diagonal utamanya terbentuk dari matriks blok Jordan/,(4). Kemudian dua matriks tersebut digunakan
untuk menentukan invers Drazin dari matriks Sirkulan. Invers Drazin dari matriks Sirkulan yang berordo
4 x 4 yaitu

. Matriks Modal M yang diperumum merupakan matriks yang terbentuk dari vektor - vektor

CD 16 16 16 16
- 3 1 5 1
16 16 16 16

1 3 1 5

16 16 16 16
2. Invers Drazin € harus memenuhi syarat vang telah ditentukanagar menjadi sebuah invers. Invers Drazin

C? yang telah didapatkan sesuai dengan pembahasan telah dibukti bahwa C” telah memenuhi semua syarat
yang telah ditentukan sebelumnya sehingga dapat dikatakan CP sebagai €~ dari matriks C.
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