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INVERS MATRIKS TOEPLITZ BENTUK KHUSUS
MENGGUNAKAN METODE ADJOIN

ABSTRAK

Invers matriks merupakan hal yang penting dalam bidang ilmu matematika,
terutama ilmu aljabar. Aplikasi dari Invers matriks banyak dipakai pada
bidang yang lain selain aljabar, baik dibidang matematika maupun dibidang
yang lain. Banyak metode dalam menentukan invers matriks, salah satunya
metode adjoin. Metode adjoin merupakan metode yang sederhana dalam
menentukan invers matriks. Penelitian ini bertujuan menentukan invers
matriks toeplitz bentuk khusus dengan menggunakan metode adjoin. Dalam
menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus, ada tiga langkah yang
dikerjakan. Pertama, diperhatikan pola dari determinan matriks toeplitz
bentuk khusus orde 1 x 1 sampai 20 x 20 sehingga didapat bentuk umumnya.
Kedua, perhatikan pola matriks kofaktor orde 2 x 2 sampai 10x10 sehingga
diperoleh bentuk umumnya. Dan terakhir, dengan menggunakan metode
adjoin untuk mendapatkan bentuk umum invers matriks toeplitz bentuk
khusus orde nx n .

Katakunci: Adjoin, Determinan, Invers Matriks, Matriks Kofaktor, Matriks
Toeplitz
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori matriks merupakan salah satu cabang ilmu aljabar linier yang menjadi
pembahasan penting dalam ilmu matematika. Sejalan dengan perkembangan ilmu
pengetahuan, aplikasi matriks banyak dijumpai dalam kehidupan sehari-hari, baik
dalam bidang matematika maupun ilmu terapannya.

Menurut Howard Anton dan Chris Rorres (2004), matriks adalah jajaran
empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. Salah satu jenis matriks adalah
matriks toeplitz. Menurut Robert (2005), matriks toeplitz adalah matriks simetris
yang sirkulan, dimana setiap unsur pada diagonal utamanya sama dan setiap unsur
pada subdiagonal yang bersesuaian dengan diagonal utamanya juga sama. Bentuk

umum dari matriks toeplitz adalah sebagai berikut.

to t—l t_z t_(n_z) t—(n—l)_
ty to  to1 e tomemy t-me2)
t, t, to e tonea) t-n3
= ()| : ST : (3.3)
tin-2) tm-3) tm-4 - to t_q
[tn-1) tn-2) tm-3) - ty to

dimana t;; adalah entri-entri yang terletak pada baris ke-i dan kolom ke-j.
Pembahasan menarik dalam teori matriks adalah menentukan invers dari
suatu matriks. Sebuah matriks memiliki invers jika matriks tersebut memiliki
determinan tak nol. Beberapa metode yang digunakan dalam menghitung invers
suatu matriks adalah Substitusi, Partisi Matriks, Matriks Adjoin, Eliminasi Gauss,
Eliminasi Gauss-Jordan, Perkalian Matriks Invers Elementer, dan Dekomposisi
Matriks LU. Permasalahan dalam mencari invers matriks biasanya berhubungan
dengan ukuran matriks, semakin besar ukuran matriks akan semakin sulit untuk
menentukan invers dari matriks tersebut, sehingga dibutuhkan formula yang tepat
untuk menentukan invers dari suatu matriks.
Salah satu kegunaan invers dari suatu matriks adalah untuk menyelesaikan

sistem persamaan linier. Sistem persamaan linier ini banyak sekali kegunaannya



dalam memudahkan pengambilan keputusan di berbagai bidang, seperti bidang
ekonomi, pendidikan, manajemen, kimia, dan sebagainya.

Pada Tahun 1991, Kouachi telah melakukan penelitian mengenai nilai eigen
dan vektor eigen dari matriks tridiagonal dengan entri-entri diagonalnya tidak
konstan. Selanjutnya, pada Tahun 2005 Gray dan Robert juga melakukan
penelitian mengenai teori matriks dengan judul “Toeplitz and Circulant
Matrices”.

Bakti Siregar dkk. juga membahas mengenai matriks toeplitz pada Tahun
2014 pada makalahnya yang berjudul ”Invers Suatu Matriks Toeplitz
Menggunakan Metode Adjoin”. Di dalam makalah tersebut, dirumuskan formula

invers dari suatu matriks toeplitz dengan bentuk khusus seperti berikut ini :

O x cee x
=% % 7 Xlvxer (12)
x x cee 0

Adapun hasil yang diperoleh pada makalah tersebut adalah sebagai berikut :
1. Rumus determinan matriks toeplitz berorde n pada Persamaan (1.2) adalah
det(T,) = (=1)"(n — 1)x™
2. Rumus kofaktor-kofaktor yang terletak pada baris ke-i dan kolom ke-j dari
matriks toeplitz berorde n pada Persamaan (1.2) adalah

KT = {det(Tn) ;untuk i = j
U (=)™t untuki #

3. Rumus invers dari matriks toeplitz berorde n pada Persamaan (1.2) adalah

-n—2 untuk i = 7

L ~ (n—l)x yuntuki = j
Tn _tij_ 1

km ;Ul’ltl,lkl:/:]

Dari hasil diatas, dapat dilihat bahwa ada rumus khusus untuk menentukan
determinan, matriks kofaktor dan invers dari suatu matriks toeplitz yang
bentuknya unik seperti Persamaan (1.2). Sehingga untuk menghitung determinan,
matriks kofaktor dan inversnya tidak perlu lagi proses yang panjang dan rumit
menggunakan metode-metode yang biasa digunakan, namun cukup dengan

mensubstitusikan nilai n dan x yang ada pada matriks ke rumus-rumus di atas.



Pada tahun 2015, penulis juga telah melakukan penelitian mengenai invers
matriks toeplitz tridiagonal. Menurut Salkuyeh (2006), suatu matriks toeplitz

tridiagonal berorde n adalah suatu matriks yang berbentuk :

b ¢ 0 0 0 O
a b ¢ 0 0 O
o0 a b ¢c 0 O
A‘o 0 ~ ~ ~ 0 (1.3)
0 00 ab c
L0 0 0 0 a b

dengana,c # 0 € R.

Pada penelitian itu, penulis telah mendapatkan bentuk umum dari determinan,
matriks kofaktor, dan invers dari matriks toeplitz tridiagonal pada Persamaan
(1.3).

Berdasarkan hasil-hasil penelitian yang sudah dipaparkan di atas, belum
ditemukan rumus umum untuk determinan, matriks kofaktor, dan invers dari

matriks toeplitz dengan bentuk khusus berikut :

1 1/a 0 0 0 .0 0 0 0
a 1 1/fa 0 0 .0 0 0 0
0 a 1 1/a 0 ..0 0 0 0O
0 0 a 1 1/a ..0 0 0 O
Azl =]: : : T S : : |dengan a#0€ R. (1.4)
0 0 0 0 © 1 1/a 0 0
0o 0 0 0 0 .a 1 1/a ©
0o 0 0 0 0 .0 a 1 1/a
0 0 0 0 © 0 0 1!

Oleh karena itu, penulis tertarik untuk membuat formulasi/rumus umum
untuk menentukan determinan, matriks kofaktor, dan invers dari suatu matriks
toeplitz tersebut menggunakan metode adjoin. Dengan keunikan bentuk matriks
toeplitz ini, penulis menduga adanya sifat-sifat khusus pada matriks ini sehingga
didapatkan rumus determinan, matriks kofaktor, dan invers yang lebih sederhana

dibandingkan matriks secara umum.

Dengan adanya rumus tersebut, diharapkan dapat memudahkan kita dalam
menentukan determinan, matriks kofaktor, dan invers dari suatu matriks toeplitz

dengan bentuk khusus yang ada pada Persamaan (1.4). Sehingga hal ini



diharapkan dapat membantu berbagai pihak, baik di bidang ekonomi, pendidikan,
manajemen, kimia, dan sebagainya, yang membutuhkan aplikasi invers dari suatu

matriks.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan yang akan dibahas
dalam penelitian ini adalah “menentukan rumus determinan, matriks kofaktor, dan
invers dari matriks toeplitz dengan bentuk khusus yang ada pada Persamaan (1.4)

secara umum menggunakan metode adjoin”.

1.3 Batasan Masalah

Untuk mendapatkan hasil yang lebih baik maka penulis membatasi masalah
pada penelitian ini, yaitu :

1. Matriks yang dibahas berorde n > 1.

2. Mencari determinan menggunakan ekspansi kofaktor.

1.4 Tujuan dan Manfaat Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah :

1. Untuk mendapatkan rumus umum determinan dari matriks toeplitz
dengan bentuk khusus pada Persamaan (1.4) menggunakan metode
ekspansi kofaktor.

2. Untuk mendapatkan rumus umum matriks kofaktor dari matriks toeplitz
dengan bentuk khusus pada Persamaan (1.4) menggunakan metode
minor-kofaktor.

3. Untuk mendapatkan rumus umum invers dari matriks toeplitz pada

dengan bentuk khusus Persamaan (1.4) menggunakan metode adjoin.
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah :

1. Rumus umum yang diperoleh pada penelitian ini diharapkan dapat
membantu berbagai pihak, baik di bidang ekonomi, pendidikan,
manajemen, kimia, dan sebagainya, yang membutuhkan aplikasi invers

dari suatu matriks, terutama dalam menentukan determinan, matriks



kofaktor, dan invers dari suatu matriks toeplitz bentuk khusus pada
Persamaan (1.4).

Memberikan kontribusi penelitian di bidang matematika terutama
bidang aljabar mengenai determinan, matriks kofaktor, dan invers dari
suatu matriks.

Menghasilkan penelitian baru yang bermanfaat bagi perkembangan

ilmu pengetahuan dan teknologi.



BAB |1
TINJAUAN PUSTAKA

Adapun tinjauan pustaka yang penulis gunakan dalam menyusun
penelitian ini adalah matriks, determinan, invers matriks, determinan matriks

toeplitz, matriks kofaktor, dan invers matriks toeplitz, serta induksi matematika.

2.1 Matriks dan Jenis-jenis matriks

Definisi 2.1. (Ruminta, 2009) Matriks adalah kumpulan bilangan-bilangan yang
disusun secara khusus dalam bentuk baris dan kolom sehingga membentuk empat
persegi panjang atau bujur sangkar yang ditulis di antara dua tanda kurung, yaitu

( )atau[ ]. Matriks tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk :

_all a12 e a1] e aln_
a1 Az = Qz; -+ Azp
A =
mxn L T < T 7 B
[Am1 Amz " Qi 0 Qqpl

dengan : a;; = elemen atau unsur matriks

i =1,2,3,...m, indeks baris
j =1,2,3,...n, indeks kolom

Terdapat banyak jenis-jenis matriks, diantaranya matriks bujur sangkar
dan matriks toeplitz. Berikut diberikan definisi yang menyatakan kedua jenis

matriks tersebut.

Definisi 2.2. (Howard Anton dan Chris Rorres, 2004) Suatu matriks A dengan
jumlah baris n dan jumlah kolom n disebut matriks bujur sangkar orde n, dan
entri a,q, ay, ..., 4y, pada Persamaan (2.1) yang diberi arsiran merupakan

diagonal utama dari matriks A.



Qe Q12 = Qqp
22 0 Qap

(2.1)
Apn1 Qpz * Apn

Definisi 2.3. (Robert, 2005) Sebuah matriks toeplitz adalah matrik berukuran n x

n dinotasikan sebagai T,, = [ty;; k,j = 0,1,...,n — 1], dengan t,; = t,_; sebuah

matriks dengan formula

[ to tg bty - t—(n—1)]
| & to t_q t-n-2)|

T, = | ty ty to = -3 (2.2)
lt(n—l) tn-1y -~ 4 to |

Berikut diberikan definisi dari determinan suatu matriks dan metode yang

dapat digunakan untuk menentukan determinan tersebut.

2.2 Determinan

Definisi 2.6. (Howard Anton dan Chris Rorres, 2004) Misalkan A adalah
matriks bujur sangkar. Fungsi determinan dinotasikan dengan det(A4) atau |A]|
sebagai jumlahdari semua hasil kali elementer bertanda dari A. Angka det(A)

disebut determinan dari A.

Ada beberapa metode untuk menentukan determinan dari matriks bujur

sangkar yaitu :

Metode Sarrus
Metode Minor dan Kofaktor
Metode CHIO

Metode Eliminasi Gauss

o~ w0 D oE

Metode Dekomposisi Matriks.

Berdasarkan 5 metode di atas, penulis hanya menggunakan metode minor

dan kofaktor dalam mencari determinan suatu matriks.



Definisi 2.7. (Howard Anton dan Chris Rorres, 2004) Jika A adalah matriks
bujur sangkar, maka minor dari entri a;; dinyatakan sebagai M;; dan didefinisikan
sebagai determinan dari submatriks yang tersisa setelah baris ke-i dan kolom
ke—j dihilangkan dari A. Bilangan (—1)"*/M;; dinyatakan sebagai C;; dan disebut
sebagai kofaktor dari entri a;;.

Berdasarkan penjelasan dari minor dan kofaktor di atas, maka dapat

dibentuk rumus determinan menggunakan ekpansi kofaktor dalam teorema
berikut:
Teorema 2.1. (Howard Anton dan Chris Rorres, 2004) Determinan dari
matriksA, n X n, dapat dihitung dengan mengalikan entri-entri pada sebarang baris
(atau kolom) dengan kofaktor-kofaktornya dan menjumlahkan hasil kali — hasil
kali yang diperoleh, dimana untuk setiap 1 <i<ndanl <j <n,

det(4) = ay;Cij + ay;Cyj + -+ + apCy;

(ekpansi kofaktor sepanjang kolom ke-j)

det(4) = a;1Ciy + a;zCiz + -+ + a1, Cip,

(ekpansi kofaktor sepanjang baris ke-i)

Suatu matriks akan mempunyai invers apabila determinan matriks tersebut

tak nol. Berikut akan didefinisikan invers dari matriks.
2.3 Invers Matriks

Definisi 2.8. (Ruminta, 2009) Jika A adalah matriks ukuran n x n dan jika ada
matriks B ukuran n X n sedemikian sehingga :

AB=BA=1
dengan I adalah matriks identitas ukuran n x n, maka matriks A disebut non
singular atau invertibel dan matriks A merupakan invers dari B atau B merupakan
invers dari A.

Invers suatu matriks dapat ditentukan dengan beberapa metode yaitu
Substitusi, Partisi Matriks, Matriks Adjoin, Eliminasi Gauss, Eliminasi Gauss

Jordan, Perkalian Matriks Invers Elementer, dan Dekomposisi Matriks LU.



Berdasarkan metode-metode tersebut penulis hanya menggunakan metode adjoin

dalam mencari invers suatu matriks.

Definisi 2.9. (Howard Anton dan Chris Rorres, 2004) Jika Aadalah matriks n x

n sebarang dan C;; adalah kofaktor daria;; maka matriks

Cll CIZ o Cln
CZl CZZ o CZn
Chr Gz - Cip

disebut matriks kofaktor dari A. Transpose dari matrik ini disebut adjoin dari A
dan dinyatakan sebagai adj (A).

Suatu matriks A mempunyai invers atau tidak dapat dilihat dari determinan
matriks A tersebut. Apabila det(A4) # 0 berarti matriks A mempunyai invers. Hal

tersebut dijelaskan oleh teorema berikut.

Teorema 2.2. (Howard Anton dan Chris Rorres, 2004) Suatu matriks kuadrat A
dapat dibalik jika dan hanya jika det(A) # 0.

Berdasarkan pembahasan sebelumnya telah diperoleh formula adjoin yang
akan digunakan untuk mencari invers dari suatu matriks yang dapat dibalik.

Berikut diberikan teorema untuk mencari invers tersebut.

Teorema 2.3. (Howard Anton dan Chris Rorres, 2004) Jika A adalah suatu
matriks yang dapat dibalik, maka

1 1 ,
A ——det(A)adj(A)

Bukti :
Aadj(A) = det(A) ]

a;;  Adgp Ain
Az1 Gz =+ dn [C11 Cpy o G o Cn1'|
, _ : : : |C1 Cpy Cjz CnZl
A adj(4) = iy Az o Qg l : : : :
: : - Cln CZn o Cjn o Cnn
Ldpy  Apz ot OGppd



Entri pada baris ke-i dan kolom ke-j dari hasilkali A adj(A) adalah

a;1Ci1 + a;2Cj + - + a; Cipy (2.3)
Jika i = j, maka Persamaan (2.3) adalah ekspansi kofaktor daridet(4) sepanjang
baris ke-idari Teorema 1 dan jikai # j, maka semua adan kofaktor-kofaktornya
berasal dari baris-baris yang berbeda dari4 sehingga nilai dari Persamaan(2.3)
adalah nol. Oleh karena itu

det(4) 0 0
dadgjy=| O 9t .| =det()1 (2.4)
0 0 - det(A)

karena A dapat dibalik, maka det(A) # 0, sehingga Persamaan (2.4) dapat ditulis
kembali sebagai berikut :

1
det(A)

1
det(A4)

[4 adj(A)] = I atau A adj(A)| =1

dengan mengalikan kedua sisi di sebelah kiri dengan A=! menghasilkan

-1 _ 1
A = det(4)

adj(A).

Ada beberapa penelitian yang terkait dengan penelitian yang akan dikaji kali
ini. Diantara penelitian — penelitian tersebut yang sangat mendukung adalah Bakti
Siregar dkk (2014) dan Fitri Aryani dkk (2015). Berikut diberikan penjelasannya.

2.4 Determinan, Matriks Kofaktor dan Invers Matriks Toeplitz

Matriks toeplitz yang dibahas oleh Bakti Siregar, dkk pada tahun 2014
adalah matriks toeplitz T, seperti Persamaan (1.2). Mereka telah mendapatkan
rumus umum determinan, matriks kofaktor, dan invers dari matriks toeplitz
tersebut. Hasil penelitiannya disajikan dalam Teorema 2.4, Teorema 2.5 dan

Teorema 2.6 berikut.

Teorema 2.4. (Bakti Siregar, dkk, 2014) Misalkan T,, suatu matriks Toeplitz
berorde n > 2 pada Persamaan (1.2) di mana Vx € R maka nilai determinan

matriks T,, adalah
Tl = (D™ (n— 1)x™

10



Teorema 2.5. (Bakti Siregar, dkk, 2014) Misalkan T,, suatu matriks Toeplitz
berorde n > 2 pada Persamaan (1.2) di mana Vx € R maka kofaktor-kofaktor
matriks Toeplitz T,, adalah

KT _{ | T-1l, untuk i = j
U (=DM X, untuki #

di mana K;; T, kofaktor-kofaktor yang terletak dibaris ke-i dan kolom ke-j.

Teorema 2.6. (Bakti Siregar, dkk, 2014) Misalkan T,, suatu matriks Toeplitz
berorde n > 2 pada Persamaan (1.2) di mana Vx € R dan |T,| # 0 maka invers

matriks topelitz T,, adalah

—(n—-2
(—( ), untuki=j
1 (n—Dx
T, =t = 1
k—(n Dx’ untuk i # j

t;; adalah entri-entri yang terletak dibaris ke- i dan kolom ke- ;.

2.5 Determinan, Matriks Kofaktor dan Invers Matriks Toeplitz Tridiagonal

Pada tahun 2015, penulis telah mendapatkan rumus umum determinan,
matriks kofaktor, dan invers dari matriks toeplitz tridiagonal. Menurut Salkuyeh
(2006), suatu matriks toeplitz tridiagonal berorde n adalah suatu matriks yang
berbentuk :

b ¢ 0 0 0 Of

a b ¢ 0 0 O

100 a b ¢ 0 O
A= 0 0 ~ =~ ~ 0 (2:5)

0 0 0 a b c

0 0 0 0 a b

dengan a,c # 0 € R.
Bentuk umum dari determinan matriks toeplitz tridiagonal dinyatakan

pada teorema berikut.

Teorema 2.7 Diberikan A,, suatu metrik toeplitz tridiagonal berorde n > 3 pada

persamaan (1.3) dengan a, b, c € R maka nilai determinan matriks A,, adalah

11



+_ Zl: (n-8) il+(n_g)ii+~-+1n__7i}a4b”‘804
B (n—9)(n—8)zi+(n—lO)(n—g)ii+___+lngl} aSh"10c’

2! = 2! = i
1 1 n-11

s (n-11)n-10)n-9) Z (n—12)n-11)n- 10)zl+ +1Zi}
L 3 3 = =
a bn—12 6

~13)(n-12)(n-11)(n-10) & ~14)(n-13)(n-12)(n-11) & 13
[_0-39f0-20-10-20) & (1-1hn-13)n-12)o- . @]

41 = 41

a’b" e’ +...

Selanjutnya, didapatkan bentuk umum dari kofaktor matriks toeplitz tridiagonal

sebagaimana dituangkan pada teorema berikut.

Teorema 2.8 Diberikan A,, suatu metrik toeplitz tridiagonal berorde n > 3 pada
persamaan (1.3) dengan a, b, c € R maka matriks kofaktor dari matriks A4,
adalah:

-1%|A| (-1)°alA,| -D'alALl - )"a"" [A (-
D clALl  CDYAlAL D alAllALl - ( D™ “3|A1||A1|
(D’ |ALl D clAl[ALl (D [AN[AL o (DT AT A[A]

Co=|(D° ALl (D¢ IAZIIAMI (- CIAZIIAMI R Gy 5|A1||A3|
1)nCn—2|A1| (1n+1 n3|A1||A1| n+2 n4|A1||A| 1n+n2|An2||A1|
I (_1)n+l Cn—l n+2 n -2 |A1| ( 1 n+3 n -3 |A | n+n—1 |An72| (

Dari matriks kofaktor di atas, akan ditentukan adjoin dari matriks kofaktor
tersebut. Adjoin matriks kofaktor ditentukan dengan cara mentransposkan matriks
kofaktor tersebut, yaitu memindahkan entri pada baris menjadi entri pada kolom

atau memindahkan entri pada kolom menjadi entri pada baris, seperti berikut:

12

1)n+lan—l

n+2 n 2 |A1|
n+3 n -3 |A2|
n+4 n -4 |A3|

n+n 2
IAn 1
2n
c[Al |




DAL el (—1)“&\&-3\ L e R
A o B A B s S

Adi(A) = (‘Dja‘AH‘ (—15a\A1HA13\ -0°|A)|A \AzHAn | :., (1) “V\HAZ\ 6 [a]

_(_1)n+1an—1 1)n+2 n- Z‘Ai‘ ( 1n+3 n- 3‘A2‘ ( 1n+4 an -4 ‘Ag‘ ( n+n -2 ‘A}-Q‘ ( Zn ‘AH‘
Selanjutnya kita akan mensubstitusi bentuk umum dari semua persamaan di atas
ke dalam persamaan umum invers matriks, yaitu:

1 ,
A7 = Gerca) 1Y @A)

atau

.
adj(An)

(A4p)~" = ™

Salah satu metode pembuktian yang digunakan untuk membuktikan rumus
yang diperoleh dari pola rekursif tersebut adalah induksi matematika. Berikut

diberikan definisi dari induksi matematika.

Definisi 2.10. (Sukirman, 2006) Induksi matematika adalah salah satu metode
pembuktian dari banyak teorema dalam teori bilangan maupun dalam matematika
lainnya. Induksi matematika merupakan salah satu argumentasi pembuktian suatu
teorema atau pernyataan matematika yang semesta pembicaraannya himpunan
bilangan bulat atau lebih khusus himpunan bilangan asli.

Misalkan p(n) adalah suatu proporsi/pernyataan yang akan dibuktikan
kebenarannya untuk setiap bilangan asli n. Langkah-langkah pembuktiannya
dengan induksi matematika adalah sebagai berikut :

1.  Langkah (1) : Ditunjukkan bahwa p(1) benar.
2. Langkah (2) : Diasumsikan bahwa p(k) benar untuk suatu bilangan asli

k dan akan ditunjukkan bahwa p(k + 1) juga benar.
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BAB Il1
METODOLOGI PENELITIAN

Metodologi penelitian yang penulis gunakan adalah studi literatur dengan

langkah-langkah sebagai berikut:

1.

Diberikan suatu matriks toeplitz dengan bentuk khusus sebagai berikut :

1 1/a 0 0 0 ..0 0 0 07
a 1 1/a 0 0 ..0 O 0 0
0 a 1 1/a 0 ..0 O 0 0
0 0 a 1 1/a 0 0 0 0
Azl =|: : : : T :
0 0 0 0 0 1 1/a 0 0
0 0 0 0 0 a 1 1/a 0
0 0 0 O0 0 0 a 1 1/a
o 0 0 0 0 0 0 a 14

dengan a # 0 € R.

Menentukan nilai determinan dari matriks toeplitz A yang berorde 1 x 1
sampai 20 x 20 dengan menggunakan ekspansi kofaktor.

Menentukan matriks kofaktor dari matriks toeplitz A yang berorde 2 x 2
sampai 10 x 10 dengan menggunakan minor-kofaktor

Menentukan invers dari matriks toeplitz A yang berorde 2 X 2 sampai
10 x 10 dengan menggunakan metode adjoin.

Merumuskan determinan, matriks kofaktor dan invers secara umum dari
matriks toeplitz A yang berorde genap dengan mengamati pola rekursifnya.
Merumuskan determinan, matriks kofaktor dan invers secara umum dari
matriks toeplitz A yang berorde ganjil dengan mengamati pola rekursifnya.
Membuktikan rumus determinan, matriks kofaktor dan invers dari matriks
toeplitz A yang berorde genap yang diperoleh menggunakan induksi
matematika.

Membuktikan rumus determinan, matriks kofaktor dan invers dari matriks
toeplitz A yang berorde ganjil yang diperoleh menggunakan induksi

matematika.

14



Langkah-langkah pada metodologi penelitian diatas dapat digambarkan secara

detail dalam Flow chart berikut:

3.1 Langkah — langkah untuk menentukan determinan matriks toeplitz bentuk

khusus sebagai berikut:

[ Muki |

\ 4

Menentukan nilai determinan matriks toeplitz A yang
berorde 1 x 1 sampai 20 x 20 dengan menggunakan
ekspansi kofaktor

v

Merumuskan determinan secara umum dari matriks
toeplitz A yang berorde genap dengan mengamati
pola rekursinya

v

Merumuskan determinan secara umum dari matriks
toeplitz A yang berorde ganjil dengan mengamati pola
rekursinya

v

Membuktikan rumus determinan dari matriks toeplitz
A yang berorde genap yang diperoleh menggunakan
induksi matematika

v

Membuktikan rumus determinan dari matriks toeplitz
A yang berorde ganjil yang diperoleh menggunakan
induksi matematika

v

[ selesai |

15



3.2 Langkah — langkah untuk menentukan matriks kofaktor dari matriks toeplitz

bentuk khusus sebagai berikut:

[ Muai |

\ 4

Menentukan matriks kofaktor dari matriks toeplitz A
yang berorde 2 x 2 sampai 10 x 10

v

Merumuskan matriks kofaktor secara umum dari
matriks toeplitz A yang berorde genap dengan
mengamati pola rekursinya

v

Merumuskan matriks kofaktor secara umum dari
matriks toeplitz A yang berorde ganjil dengan
menagamati pola rekursifnya

v

Membuktikan rumus matriks kofaktor dari matriks
toeplitz A yang berorde genap yang diperoleh
menggunakan pembuktian langsung

\ 4

Membuktikan rumus matriks kofaktor dari matriks
toeplitz A yang berorde ganjil yang diperoleh
menggunakan pembuktian langsung

v

[ selesai |
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3.3 Langkah — langkah untuk menentukan invers matriks dari matriks toeplitz
bentuk khusus sebagai berikut:

[ wuei |

A 4

Menentukan Invers dari matriks toeplitz A yang
berorde 2 x 2 sampai 10 x 10 dengan Menggunakan
metode adioin

v

Merumuskan secara umum invers dari matriks
toeplitz A yang berorde genap dengan mengamati
pola rekursifnya

!

Merumuskan secara umum invers dari matriks
toeplitz A yang berorde ganjil dengan mengamati pola
rekursifnva

v

Membuktikan rumus invers dari matriks toeplitz A
yang berorde genap yang diperoleh menggunakan
pembuktian langsung

¢

Membuktikan rumus invers dari matriks toeplitz A
yang berorde ganjil yang diperoleh menggunakan
pembuktian langsung

y

[ selesai |
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BAB IV
DETERMINAN MATRIKS TOEPLITZ BENTUK KHUSUS

Penelitian ini akan membuktikan tiga persamaan umum dalam

menentukan invers matriks torplitz bentuk khusus. Persamaan pertama adalah

menentukan determinan dari matriks toeplitz bentuk khusus. Persamaan kedua

adalah menentukan matriks kofaktor dari matriks toeplitz bentuk khusus, dan

persamaan terakhir adalah menentukan invers dari matriks toeplitz bentuk khusus

dengan menggunakan metode adjoin.

4.1 Determinan Matriks Toeplitz Bentuk Khusus Orde 2 x 2 sampai 20 x 20

Berikut proses dalam menentukan persamaan umum dari matriks toeplitz

bentuk khusus dengan menggunakan metode ekspansi kofaktor. Dalam prosesnya

pertama kali kita menentukan nilai determinan matriks toeplitz bentuk khusus

yang berorde 2 x 2 sampai 15 X 15, yang disajikan sebagai berikut:

1.

Diberikan matriks toeplitz bentuk khusus sesuai persamaan (1.4) berorde
2 % 2 adalah
1 1/a)

A, = , dengan 0.
2=1, 1. gana #
dan determinan dari matriks tersebut adalah
1 1/a
A, = =0.
Al = 7

Diberikan matriks toeplitz bentuk khusus sesuai persamaan (1.4) berorde
3 X 3 adalah

1 1/a 0
A3=]a 1 1/al|, dengana # 0.
0 a 1
dan determinan dari matriks tersebut adalah
1 1/a 0
A3l =|a 1 1/a|=-1.
0 a 1

18



Diberikan matriks toeplitz bentuk khusus sesuai persamaan (1.4) berorde

4 x 4 adalah
1 1/a O 0
a 1 1/a 0
A, = dengan a # 0.
=10 a 1 1/q|%M9ANC
0 0 a 1
dan determinan dari matriks tersebut adalah
1 1/a O 0
a 1 1/a 0
Al = =—1.
144l 0 1 1/a
0 0 a 1
Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus sesuai persamaan (1.4) berorde
5 x 5 adalah
[l 1/a 0 0 0]
la 1 1/a 0 0 |
As=l0 a 1 1/a 0 ldengana = o0.
|[o 0 a 1 1/aJ|
0 0 0 a 1
dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah
1 1/a 0 0 0
a 1 1/a 0 0
[Asl=10 a 1 1/a 0 |=0.
0 O a 1 1/a
0 0 0 a 1
Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus berorde 6 x 6 adalah
1 1/a 0 0 0 07
a 1 1/a O 0 0
0 a 1 1/a O 0
A, = dengan 0.
=lo 0 a 1 1/a o |%N9NE7
0 O 0 a 1 1/a
L0 0 0 0 a 1 A
dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah
1 1/a 0 0 0 O
a 1 1/a 0 0 0
0 a 1 1/a O 0
Al = =1.
46l 0 0 a 1 1/a 0
0 O 0 a 1 1/a
0 0 0 0 a 1
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6. Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus berorde 7 x 7 adalah

(1

™
~N
I
coocoQ

-0

1/
1

a
0
0
0

0

a

0

1/a

1
a
0
0
0

0
0

1/a

1
a
0
0

0
0
0

1/a

1
a
0

0
0
0
0

1/a

1
a

1/a
1

0
0

dengan a # 0.

dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah

|A7| =

S O O O Q

0

1/a
1

a
0
0
0

0

0
1/a
1

S O O Q

0
0
1/a
1
a
0
0

0
0
0
1/a
1
a
0

0
0
0
0
1/a
1
a

1/a

_- . O O O O O
Il
—_

7. Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus berorde 8 x 8 adalah

cCcoocococoQ R

1

S O O OO Q

1/a

0
1/a
1

S O O O Q

0
0
1/a
1

a
0
0
0

0
0
0

=
S O Q P,
Q

=
S Q D—‘EOOOO

0

_NN O O O o O

dengan a # 0.

dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah

|A8| =

O O O O O O Q

1/a
1

S O O O O Q

0
1/a
1

O O O O Q

0
0
1/a
1

S O O Q

0
0
0
1/a
1

a
0
0

[En
HEOOOOOO
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8. Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus berorde 9 x 9 adalah

1/a

Il
CoocococooQ R
coocococ o

0 0

1 1/a O

1 1/a
1

S O O OO Q
S O O O Q

1/a

0
0
0

1

S O O Q

0
0
0
0

(e}

—_
QHEOOOOO

(e}

dengan a # 0.

—_
HEOOOOOO

dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah

[E

1

|A9| =

S O O OO O oA
S O OO O OoOQ

1/a O

1/a
1

O O O O O Q

0
0

1/a

0

0

0
1/a

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 =-1
0 0
1/a O

1 1/a

a 1

9. Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus berorde 10 x 10 adalah

1 1/
a 1
0 a
0 O
A= o
0 O
0 O
0 O
0 O
dengan a # 0

a O
1/a
1

O O O O O Q

0

0
0

1/a

1

S O O O Q

0

0
0
0
1/a
1

a
0
0
0

0

0
0
0
0
1/a

0 0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1/a O 0
1 1/a O
a 1 1/a
0 a 1

, dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah
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0 0
1/a O
1 1/a
a 1
0 a
0 0

1 1/a
1
a
0
0
0

a
0
0
0
0

0

S O O N
i

1/a

1/a

a

o oo

=

<

T © o O

S

5]

—

- oo o

X

—

—

=N ==)

R ]

p —

o

-

[«B}

8 oo o

wn

>

[%2]

2 coo

~

X

>

I

S occoco

o)

N

= OON

=3 —

[¢B}

+—

%) S

WO/l

—_ i

—

5]

€ -
~— T

S -

=

W - 3 O

(@)

o

—

All

dengan a # 0, dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah

0

1 1/a

1 1/a

a

1/a 0

1

0

O O O Nl

1/a 0
1 1/a
a 1
0 a
0 0

1
a
0
0
0

|A11] = [0
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11. Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus berorde 12 x 12 adalah

0
0
0
0
0
1/a
1

dengan a # 0. Dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah

S
0000000000”1
S
000000000U1a
]
00000000”1 s )
]
0000000”1 S OO
S
000000”1 SO OO
S
00000”1 SO O oo
S
0000”1 T OO O oo
S
000”1 TS O OO o oo
S
00U1 T O oo OoOooo
S
O N T OO OO OO OO
i
S
Ul sNeNelNeleloNolol-Ne]
o 8O 000000000 g
I Il
T~
—
=

|Aq3]

12. Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus berorde 13 x 13 adalah

0

1 1/a

1/a

1

dengan a # 0, dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah
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0

1 1/a

1/a 0
1 1/a

1
a

1/a

1/a

1

13. Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus berorde 14 x 14 adalah

0

1 1/a

o o

1/a

1/a

1

Ay

dengan a # 0, dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah

0

1 1/a

1/a

1
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14. Diberikan matriks teoplitz bentuk khusus berorde 15 x 15 adalah

0

1 1/a

1/a

1 1/a

a

dengan a # 0, dan diberikan determinan dari matriks tersebut adalah

1 1/a

0

0

1/a

1

|A151 = |0

Berikut diberikan nilai determinan dari matriks teoplitz bentuk khusus yang

berorde 2 x 2 sampai orde 20 x 20.

|A2| =0
|A;]

-1
-1

|44

|A5| =0

|A6| =1

|A7| =1

|A8| =0
|4

-1
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|A10| =-1

|A11] =0
41| =1
|Ai5] =1
|A14] =0
|4;5] = —1
|46l = —1
|A17] =0
|Aig] =1
|Aiel =1
|Az0] =0

4.2 Bentuk Umum Determinan Matriks Teoplitz Bentuk Khusus Orde n x n
Setelah kita mendapatkan nilai-nilai determinan dari matriks teoplitz

bentuk khusus yang berorde 2 x 2 sampai 20 x 20, maka akan dibuatkan bentuk

umum dari determinan matriks teoplitz bentuk khusus tersebut. Terlihat dalam

Teorema 4.1 berikut.

Teorema 4.1. Diberikan A,, suatu matriks teoplitz bentuk khusus berorde n > 1

pada Persamaan (1.4) dengan a # 0 maka nilai determinan matriks A,, adalah

0, jikan = 6 (mod 2) ataun = 6 (mod 5)
14| = 1 jikan = 6 (mod 0) ataun = 6 (mod 1)
" -1 jikan = 6 (mod 3) ataun = 6 (mod 4)

Bukti:
Pembuktian teorema tersebut dengan menggunakan induksi matematika.
(1) Basis induksi. Akan ditunjukkan p(1) dan p(2) benar.

Perhatikan bahwa :
14,] = |1] = 1 dan |4,] = |611 1{“| — 0. Jadi terbukti bahwa p(1) dan

p(2) benar.
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(2) Langkah induksi. Asumsikan p(1) Ap(2) Ap(3) A...Ap(k) benar.
Maka akan dibuktikan p(k + 1) benar.
a. Jika k = 6 (mod 1), maka diasumsikan [A;| = 1, |4,]| =0, |43]| =

—1,...,|Ak_1] = 1, |A,| = 1. Sehingga diperoleh:
. 0

|Ak+1| =

1 1/a O
a 1 1/a
0 a 1
0 0O a
0 O 0
0 O 0
0 O 0
L0 0 0

1/a

a

0

0

0

0

0

-0

0
0
1/a
1

coQ r o ©C oo o

0
0
0
1/a

S O O O -

o O O

cCOQ l o

S O O O

o O Q L

0

o O O

o O O O

1
= |Al —a-E|Ak—1| = |Agl = [Ag-1l=1-1=0

o O O O

S O O O

b. Jika k = 6 (mod 4), maka diasumsikan |4,| = 1, |A,| =0, |43] =

—1,...,|Ax_1] = —1, |Ax| = —1. Sehingga diperoleh:

|Ak+1| =

coo o -

1
a
0
0

1/a
1
a
0

0
1/a
1

Q

0
0
1/a
1

0

0

0
1/a

. 0

.. 0
. 0
0

oo

0

o O O

0

0
0
0

o O © O
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1/a 0 O 0 . 0 0 0 0
a 1 1/a 0 .0 0 0 0
0 a 1 1/a ..0 0 0 0
0 0 a 1 . 0 0 0 0
=1.|4,| —al : : : ol : :
0 0 O 0 1 1/a 0
0 0 O 0 a 1 1/a 0
0 0 O 0 0 a 1 1/a
0 0 O 0 0 O a 1 -
= Al — @~ [Aoa] = 1Akl = Al = =1 = (=1) = 0

c. Jika k = 6 (mod 5), maka diasumsikan [A;| = 1, |4,] =0, |43] =
—1,...,|Ax_1] = =1, |A,] = 0. Sehingga diperoleh:

1 1/a 0 0 0 ..0 0 0 0
a 1 1/a 0 0 ..0 O 0 0
0 a 1 1/a 0 ..0 0 0 0
0 0 a 1 1/a 0 0 0 0
[Ageal =13 : : : AT : :
0 0 0 0 0 1 1/a 0 0
0 0 0 0 0 a 1 1/a 0
0 0 0 0 0 0 a 1 1/a
o o0 0 O O .0 O a 1A
1/a 0 0 0 ..0 O 0 0
a 1 1/a 0 .0 0 0 0
0 a 1 1/a ..0 0 0 0
0 0 a 1 .0 0 0 0
=1.|A;| —al : : : Ll : : :
0 0 0 0 1 1/a 0 0
0 0 0 0 a 1 1/a 0
0 0 0 0 0 a 1 1/a
0 0 0 0 0 0 a 1

= 1A = a. 1Al = 1A = 14l =0 - (=D =1
d. Jika k = 6 (mod 0), maka diasumsikan [A;| = 1, |4,] =0, |45] =
—1,...,|Ax_1] = 0, |A;| = 1. Sehingga diperoleh:
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o]
SO OO 00O
—
o]
© O~ oo oo
—
<
o ~— T oo oo
—
<
~— 8 o oo oo
—
— 3 O O oo oo
I
=
+
=2
=

0
0
1/a

0

1/a O

1 1/a

a
0
0

1
a

a
0

1

1. |Ak| —a

[Ap-1l = [Agl = |Ax-1l=1-0=1

1
a

|Ax| — a.

6 (mod 2), maka diasumsikan |4;| = 1, |4,| = 0, |45]

e. Jika k

. |Ak—11 = 1, |Ax| = 0. Sehingga diperoleh:

1 1/a

-1,..

0
1/a

1

a

0
1/a

1/a
1

| Akl
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== 1|Ak| —a

I
O O O O .

S O Q

S Q —»r O

1/a

Q

1/a

[ENN

OO O e

0

oS O O O

o O Q L -

0 0
0 0
0 0
0 0
1/a O
1 1/a
a 1
0 a

1
= |Ag| = a-;lAk—ll = |Ag|l = |Ag-1l =0-1=-1

1/a

S O O O

f. Jika k = 6 (mod 3), maka diasumsikan |A4,| = 1, |4,| =0, |A5| =
—1,...,|Ak_1] = 0, |Ax| = —1. Sehingga diperoleh:
. 0

1 1/a O 0
a 1 1/a 0
0 a 1 1/a
0 0 a 1
|Ageal =1 ¢ : :
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
L0 0 0 0
(1/a 0
a 1
0 a
0 0
= 1|4kl —a] : :
0 0
0 0
0 0
L0 O

= |Ax| — a.%lAk_ﬂ = Akl = [Ag-1l = -1 -

0

0

0
1/a

S O O O -

.. 0
. 0
0

OO O e

0

oo

o O O O

OOQH“‘

0

0 0 1

0 0

0 0

0 0

0 0
1/a O

1 1/a
a 1
0 0

0 0

0 0

0 0
1/a O

1 1/a
a 1

0 a
0=-1.
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BAB V
MATRIKS KOFAKTOR DARI

MATRIKS TOEPLITZ BENTUK KHUSUS

Matriks kofaktor untuk matriks toeplitz bentuk khusus diperoleh dengan

menggunakan ekspansi kofaktor. Menentukan matriks kofaktor diketahui dengan
menggunakan persamaan C;; = (—1)**/M;;. Berikut diberikan proses untuk mendapatkan

matriks kofaktor untuk matriks toeplitz bentuk khusus.

5.1 Matriks Kofaktor dari Matriks Toeplitz Bentuk Khusus
Orde 2 x 2 sampai 10 x 10
1. Menentukan matriks kofaktor untuk matriks toeplitz bentuk khusus yang berorde

2 x 2, yaitu; A, = [Cll 1{“]

Entri matriks kofaktor sepanjang baris pertama sebagai berikut:
€y = (—1)20 =1= |A1|

C,=(-1°a=-a
Entri matriks kofaktor sepanjang baris kedua sebagai berikut:
1

1
Co1 = (—1)35 =74 —a™!

Cyy = (=1D*0 =1 = |4,]
Sehingga diperoleh matriks kofaktornya adalah
_ |A,] —a
=2
2. Menentukan matriks kofaktor untuk matriks toeplitz bentuk khusus yang berorde

3 x 3, yaitu;
1 1/a 0
As;=la 1 1/a
0 a 1
Entri matriks kofaktor sepanjang baris pertama sebagai berikut:
_ 12|l Ve _,_
Cu= (12| % =0=1a,l
_ ¢ _\3la Yfay _
Cio = (137 %] = —a = -1la,l
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Ci3 = (-1D)* |g cll| = a?

Entri matriks kofaktor sepanjang baris kedua sebagai berikut:

1/a 0 1 _
— (_ 3 — 1
Ca= (1 | = === a4y
10
GV i ESEVHI VN
— (_ 51 1/(1__ _
Cos = (1| | = —a = —ala,l

Entri matriks kofaktor sepanjang baris ketiga sebagai berikut:

1/a 0 1
— (_1)4 - — -2
C31_( 1) 1 1/a az a
1 0 _
Coo = (13| 1 )q| = ~1/alds] = a7142)
_ (1|l l/a|_4_
Css = (1| 1% =0=1a,]

Sehingga diperoleh matriks kofaktornya adalah

|A2| —a|A1| a?
C; = _a_1|A1| |A1||A1| _a|A1|
a? —at Al |A,]

3. Menentukan matriks kofaktor untuk matriks toeplitz bentuk khusus yang berorde

4 x 4, yaitu
1 1/a 0 0
R 1 1/a 0
*“lo a 1 1/a
0 O 1

Entri matriks kofaktor sepanjang baris pertama sebagai berikut:

1 1/a O
Ci=CD?%*la 1 1/a|=-1=|4;5]
0 a 1
a 1/a 0
C,=C130 1 1/al=—-a.0=—alA,]l
0 a 1

32



a 1 0
Cis=(CD*0 a 1/a|=a?lA,l

0 0 1

a 1 1/a
Ca=CD50 a 1 |=-a®

0 0 a

Selanjutnya entri matriks kofaktor sepanjang baris kedua sebagai berikut:

1/a 0 O
Coa=(D3la 1 1/a|=-1/alA;| =—a A,
0 a 1
1 0 O
Cop, =(=D*[0 1 1/a|=1.0=|4,]|4,]
0 a 1
1 1/a O
Cizs=(-1D°|0 a 1/a| = —alA4||A;]
0 0 1
1 1/a O
Cos = (=110 a 1| =a?l4,]
0 0 a

Entri matriks kofaktor sepanjang baris ketiga sebagai berikut:

1/a 0 O
C3; = (D% 1 1/a O
0 a 1

=1/a%|A,| = a 2|4,

C3p = (—1)° = —1/alA;|lA;| = —a™ A ||A;]

(33 = (—1)6 = 1-0:|A1||A2|

_ o O _ O O

1/a O
1 1/a
0 a

(34 = (—1)7 = —a|A2|

S Q K S Q K S Q
U=y

Entri matriks kofaktor sepanjang baris keempat sebagai berikut:

1/a 0 0
C4_1 = (_1)5 1 1/a 0 = _1/a3 = _a_3
a 1 1/a
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1 0 0
Cip=(-1°la 1/a 0 |=1/a?|A] =a Al
0 1 1/a
1 1/a O
Ciz=(C17[a 1 0 [=—1/al4,| = —a™'|A,|
0 1/a
1 1/a O
Coo=(18la 1 1/a|=-1=|4;]
0 a 1

Sehingga diperoleh matriks kofaktor C, adalah

[ |As] —al4,| a?|A,| —-a*
o] el il —alalial el |

[a=2|A;| —a=1[A1llA1]  [A1llA,] —alA,l|

—a”3 a=?|A,| —a~1|A,| |4,

4. Menentukan matriks kofaktor untuk matriks toeplitz bentuk khusus yang berorde
5 x 5 yaitu :

1 1/a O 0
1 1/a O
€= (-D?*|2 =-1=14
w=C02f0 o M 14,
0 o0 1
a 1/a 0 0
0 1 1/a O
Cp = (—1)3 = —alA
12 = (1) 0 a 1 1/a alAs|
0 o0 1
a 1 0 0
0 a 1/a O
— (_1)4 — 42
Ci3 =(-1) 0 0 1 1/a a’|A,|
0 0 1
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Uy

Cia = (—1)5

S OO Q

Uy
O Q = O Q R

Ci5 = (—1)6

o Q ~r OOoOQ Rk

S O O Q

Entri matriks kofaktor se

1/a 0
1
Cp = (13| &
21 = (1) 0 a
0 0
0 O
1
0 1 -
sz=(—1)4 a
0 a 1
0 a
1 1/a
0 a
C,n = (—1)°
23 = ( )0 0
0 0
1 1/a
— (_ 60 a
Cyy = (-1) 0 0
0 0
1 1/a
0 a
C,: = (1)
G
0 0

Entri matriks kofaktor se

1/a O
C3 = (-1)* 1 1/a
0
0 0

a 0

panjang baris kedua sebagai berikut:

0 0
1/(1 0 -1
= —1/alAx| = — A
1 1/a /a| 3| a 3|
a 1
0
0
1 = 1|A3| = |A1||A3|
a
1
0 0
1/a O
= —al|4,||A
1 1/a al 1|| 2|
a 1
0 0
1 0| _ -
a 1/a =a |A1||A1|
0 1
0 0
1 1/a 3
=—a’|A
a 1 a’ 1|
0 a

panjang baris ketiga sebagai berikut:

0 0

0 0 _

1 1/a =1/a2|A2|=a 2|Az|
a 1
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Cs = (1)
Cy3 = (=1)°
Caq = (1)
Cas = (1)

S oOoOQ r OOCOQ kPP, OOQ R, OOQ R

1/a

1/a
1/a

0
/
a
0
/
1
0
0
/
1
0
0
1/a

1

0

0

Q = OO Q = OO

0
0 _
1/a =_1/a|A1||A2| =—a 1|A1||Az|
1
0
0|_
| = 1421,
1
0
0
= —qalA
1/a al 2|
1
0
0
1 =a2|A2|
a

Entri matriks kofaktor sepanjang baris keempat sebagai berikut:

Cyr = (1)
Cyy = (=1)°
Cps = (—1)7
Cpp = (—1)8
Cps = (—1)°

1/a

SO Q r OO0OQ R OCQ R OOQ R

=
Q

=
OQP—‘E S Q =

0 0
D o = ~L/aldil = a4,
a 1
0
o| = 1/a2144114,1 = @214, 114,
1
0
ol = —1/al4,]14,] = —a7114, 114,
1
0
o= 1.-1= 14,14,
1
0
Ja = —ala;|
a
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Entri matriks kofaktor sepanjang baris kelima sebagai berikut:

1/a 0 0 0
1 1/a 0 0
— (—_1)6 — 4 _ 4
CGi=(CD ] 1/a 0 1/a* =a
0 a 1 1/a
1 0 0 0
_ 7 |a 1/a 0 0_ ., 3 _ 3
CSZ _( 1) 0 1 1/Cl 0 - 1/Cl IAlI_ a IAlI
0 a 1 1/a
1 1/a O 0
_ . ele 1 0 01 _ ) R
Cs3 = (—1) 0 a 1/a 0 = 1/a%|A;| = a™?|A,|
0 O 1 1/a
1 1/a 0 0
a 1 1/a O -
Ca= (020 2 MO0 = —1/alay] = —aty]
0 O a 1/a
1 1/a O 0
1 1/a 0
C 1)10 a =—-1=14
5= (-1 [0 e 14,
0 O a 1

Sehingga diperoleh matriks kofaktornya C- adalah

[ |44 —alA;] a’|4,| —a?|A4]
| a t4s] 14,114, —alAllA,]  a?|A, 1A,
= | a7?|4,] —a"tAq]14,] |A2114,] —alA,||A;]
|- -3|A| a 2|4 ]|A,]  —a"AllA,] 14114,
| —aA, a?lAyl —a Al

a4-

_a3IA1I
a?|A,|

—alAs|
|A,l

]
I
I

|
I
I

5. Menentukan matriks kofaktor untuk matriks toeplitz tridiagonal yang berorde 6 x 6,

yaitu :

coocoQ R
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Entri matriks kofaktor untuk baris pertama sebagai berikut:

1 1/a O 0 0

a 1 1/a 0 0
Chi=CD?l0 a 1 1/a 0 [=0=]4;]

0 O a 1 1/a

0 O 0 1

a 1/a 0 0 0

0 1 1/a O 0
Co=CD*0 a 1 1/a 0 |=-al4,l

0 0 a 1 1/a

0 0 0 a 1

a 1 0 0 0

0 a 1/a O 0
Cis=(CD*0 0 1 1/a 0 |=a?|4;]

0 0 a 1 1/a

0 0 O 1

a 1 1/a 0 0

0 a 1 0 0
Cia=(C1D°0 0 a 1/a 0 |=-a3l4,]

0 0 O 1 1/a

0 0 O 1

a 1 1/a 0 0

0O a 1 1/a O
Cs=CD10 0 a 1 0 |=a*4l

0 0 O a 1/a

0 0 O 0 1

a 1 1/a O 0

0 a 1 1/a O
Ce=CD"10 0 a 1 1/a|=-a’

0 0 O a 1

0 0 O 0 a

Selanjutnya untuk entri matiks kofaktor baris kedua sebagai berikut:

1/a 0 O 0 0
a 1 1/a O 0
Cor=(C1D30 a 1 1/a 0 |=-1/aldsl =—-aA,l
0 0 a 1 1/a
0 0 O 1
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Selanjutnya untuk matriks kofaktor baris ke 4

~
— <
— < —
~ -~ i
= — =
o << h
_a J. S
_ S _
I I I
— — =
= = =
o -_— o
S —
~ <C =
— . S
_ 3 =
~
I — _
S Il Il
coo<do
— S S
coo~—- OOoOo~dH
Al Al
coo- g
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coNgo
— o] S
cog8o ooz o
S A A
oN—H oo
— S S
oONHoo N+ 8goo
S i i
<~ 8 oo
— 8000 —HZOoOoOo
n o] D~
~\ ~\ ~\
i i A
L L L
Il Il Il
o ™ 3
(S (S (S

40



1 1/a 0 0 0
a 1 1/a 0 0
Coo =(=D®|0 a 1 0 0 |=I4;ll4,]
0 0 0 1 1/a
0 0 0 a 1
1 1/a 0 0 0
a 1 1/a 0 0
Cis=CD°l0 a 1 1/a 0 |=—al4llAs]
0 O 0 a 1/a
0 0 0 0 1
1 1/a 0 0 0
a 1 1/a 0 0
Cos = (D0 «a 1 1/a 0O = a?|As|
0 0 0 a 1
0 0 0 0 a

Selanjutnya untuk matrik kofaktor baris kelima sebagai berikut:

1/a O 0 0 0
1 1/a O 0 0
Cs1=(1°| a 1 1/a 0 0| =a*l4;] =a*|4l
0 a 1 1/a 0
0 0 0 a 1
1 0 0 0 0
a 1/a 0 0 O
Co=(C1D710 1 1/a 0 0f=-1/a®|A;llA;] = —a™3|A;]|A,]
0 a 1 1/a 0
0 0 0 a 1
1 1/a 0 0 0
a 1 0 0 0
Cs3=(-1)°%0 a 1/a 0 0f=1/a*|AllA;l = a™?|AllA;]
0 0 1 1/a 0
0 0 0 a 1
1 1/a O 0 0
a 1 1/a 0 O
Cso =(=D°[0 a 1 0 0| = —1/alA;llAz] = —a™"|A||A;]
0 0 a 1/a 0
0 0 0 a 1
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Selanjutnya untuk matriks kofaktor baris keenam sebagai berikut:
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1 1/a O 0
a 1 1/a 0
Cos = (D0 a 1 1/a
0 O a 1
0 O 0 a

Sehingga diperoleh untuk matriks kofaktor dari A, adalah

|4s]
_a_1|A4.|
a_2|A3|
_a_3|A2|
a_4|A1|

| —a™®

—alA,|
|A;114,4]
_a_1|A1||A3|
a=? |A1 | |A2|
_a_3|A1||A1|
a™*| Al

a?|A,]
_a|A1 | |A3 |
14,1141
—a! |A2 | |A2|
a=? |A1 | |A2|
_a_3|A2|

—a3|A,|
a? |A1 | |A2 |
—alA,||4,]

145114,

_a_1|A1||A3|
a_2|A3|

a*|A,|
-a? |A1 | |A1 |
a? |A1 | |A2|
_a|A1 | |A3 |
|A4114,
_a_1|A4|

—a
a*|A,|
_a3|A2|
a2|A3|
_a|A4|

|As|

6. Selanjutnya dengan perlakuan yang sama maka kita akan mendapatkan matriks

kofaktor dari 4, yaitu:

1 1/a 0 0 0 0 01
a 1 1/a 0 0 0 0
0 a 1 1/a 0 0 0
A,=10 0 a 1 1/a 0 0
0 0 0 a 1 1/a 0
0o 0 0 0 a 1 1/a
0 O 0 0 0 a 1
Matriks kofaktor untuk baris pertama sebagai berikut:
1 1/a 0 0 0 0
a 1 1/a O 0 0
0 a 1 1/a O 0
C.. = (=1)2 =1=|A
n=0C1D 0 0 a 1 1/a 0 |46l
0 0 0 a 1 1/a
0 O 0 0 a 1
a 1/a 0 0 0 0
0 1 1/a 0 0 0
0 a 1 1/a 0 0
Crp = (—1)3 = —alA
12 = (1) 0 0 a 1 1/a 0 alAs|
0 0 0 a 1 1/a
0 O 0 0 a 1

5 =
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a4|A2|

= —a5|A1|
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Matriks kofaktor untuk baris kedua sebagai berikut:
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Matriks kofaktor untuk baris ketiga sebagai berikut:
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Matriks kofaktor untuk baris keempat sebagai berikut:
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Matrik kofaktor untuk baris kelima sebagai berikut:
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Matriks kofaktor untuk baris keenam sebagai berikut:
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1/a*|A.1A1] = a™*]Aq1A,]
= —1/a’|A114;] = —a™3| 44114,

S O O O O O O O O

S S
S O O ~3T OOOOUG

S S
00/10 000/10
1 1

S S
O N T8O 00U1a0

S S
N T OO N+ 8T O OO
— —

S OO OO «H 3OO OO

Cez = (—1)8
Co3 = (—1)9
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Matriks kofaktor untuk baris ketujuh sebagai berikut:
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Sehingga diperoleh matriks kofaktor dari A, adalah
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144114,
—a A l1A,l
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—a®|A,| a®
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_a|A4||A1| a2|A4|

|A5114, | —alAs|

—a 1Al |[Agl |
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7. Selanjutnya dengan perlakuan yang sama maka kita akan mendapatkan matriks

kofaktor dari Ag, dengan proses sebagai berikut:
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Matriks kofaktor untuk baris pertama sebagai berikut:
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Matriks kofaktor untuk baris kedua sebagai berikut:

= _1/a|A6| = _a_llAsl
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Matriks kofaktor untuk baris ketiga sebagai berikut:
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Matriks kofaktor untuk baris keempat sebagai berikut:

_ =
- =
= —
aﬂ <X
S )
_ St
Il Il
— A — —
= < = =
o™ p— e iy
a — o _ on
— e S = S
! S - = !
/ A
Il — [ = Il
Il Il I )
oo oo — SO OO O ~o
S S S —
©C O OO~ OO0 OO N+ OO0 O0C O ~H
— — — S
ool ol S SO OO ~+H T
S S S —
OO O~ OO0 O NH T o000 ~dH o
— — —
S S
o O O~ o OO O~ T O
— S S S —
oo ~— T OCOO N1 8O oo Ooo~H 8BO
— — —
coocodH o S
oo~ oo o
S oo - 8 O OO0 A T OO0 OO0 HA SO O —
oo g o
— S S S S
oO~NgT oo OO T OO0 ONHOOOO oHoooo
S — — — —
oON—H OO0 oo
— S S S S
~— O o o NI T OO0 O0 NH TOO0OO0OO0O Hgoooo
S — — — —
~— T oo oo
— SO O oo - SO O O0OO0OO0 HIJIOODOOO HTZToOoOoOoOoOoOo
mn ) D~ o] (o)}
N\ N\ Yoy Yoy \
— — — — —
. U . S J
Il Il Il Il Il
oy ¢ Y 3 g
(&) () () () O

57



a? |A3||A2|
= —a®|4,|4,]

1/a4|A3| = a_4|A3|

0

0

0
1/a

0
1/a
a

1
1
0

o

=)

0

o

Matrik kofaktor untuk baris kelima sebagai berikut:
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Matriks kofaktor untuk baris keenam sebagai berikut:
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Matriks kofaktor untuk baris ketujuh sebagai berikut:
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Matriks kofaktor untuk baris kedelapan sebagai berikut:

— ~
= =
? 7
S S
Il Il
= ~
= =
O n
S S
~ ~
— —
Il I
S S
O O O O O S O O O O O
i i
S S
O O O O N O O O O O N
i i
S S
O OO N T O OO O~ T
i i
S S
OO N+ T8O O OO N 8O
i i
S S
O N+ T O O OO N+ T8 O O
i i
S S
~N— 8 O O O ~N— T O O O O
i i
S O O O OO - SO O O OO
o —
— —
N\ ~\
i i
L L
Il Il
3 3
Q Q

63
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Berdasarkan hasil dari matriks kofaktor-kofaktor yang didapat dari matriks Ag baris pertama sampai baris kedelapan, maka dapat
dibuat dalam suatu matrik kofaktor, yaitu

[ |A,] —alAg| a®|As| —a?|A,l a*|As| —a®|4,| a®|A, | —a’
_a_1|A6| |A;]|Ag] —alA;||4s] a®|A;|]Al —a3|A1||A3| a*|A;]1A,] —a5|A1||A1| a®lA,|
a~?|4s|  —a'A4llAs] |A;[]As] —alA,||A,l a®|A,]|As] —a®|AyllA;l  atlAllAl —a®lA,l
Co = —a;3|A4| a=?|A;||A,l —Ci_1|A2||A4| |:43||A4| —alA;l|As] a?|Asl1Az] —ad|AsllAl a*|As]
a*|As]  —aT3|AllAsl  aT?|AllAs]l —aTtAsllAs |A4l|As] —al|A4l|A,] a?|A4llA;l —a?|A,l
—a?|A,]  a*AllAxl —aT3ALllA,l aT?AsllAy]l —atALllA,] |45 |[A,] —alAs||A;]  a?|As]
a®lA;l  —aTPlAllAl am*AlA,] —aTPlANAsl aTPlAllALl —amtAllAsl 1A6llA,] —alAgl
L —a”’ a™®|A,| —a™%|4,| a™*|4s] —a73| A, a™?|4s] —a™| Al 1451
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8. Selanjutnya dengan perlakuan yang sama maka kita akan mendapatkan
matriks kofaktor dari Ay, dengan proses sebagai berikut:

1 1/a 0 0 0 0 0 0 0

a 1 1/a 0 0 0 0 0 0

0 a 1 1/a O 0 0 0 0

0 0 a 1 1/a O 0 0 0

Ag=1(0 O 0 a 1 1/a O 0 0

0O O 0 0 a 1 1/a O 0

0O O 0 0 0 a 1 1/a O

0O O 0 0 0 0 a 1 1/a

0 O 0 0 0 0 0 a 1 -
Matriks kofaktor untuk baris pertama sebagai berikut:
C11 = 0 = |Ag] Ciz = —al4,| Ci3 = a2|A6|
Cra = —a3|As] C15 = a*|A,4] Cie = —a®|As]
Ci7 = a®|A,| Cig = —a’|A;] Cio = a®
Matriks kofaktor untuk baris kedua sebagai berikut:
Co1 = —1/alA,| Cz2 = |44114,] Cos = —alAyll 4l
Caa = a?|A||As] Cos = —a®|A;]]A,l Cre = a*|A;]]4;]
Cp7 = —a®| A4, Cog = a®|A;||A;] Cro = —a’|A,]
Matriks kofaktor untuk baris ketiga sebagai berikut:
C3y = 1/a®| A Csp = —1/alA||Aql C33 = |Az]1A6l
C34 = —al4;||4s] C35 = a?|A4;|1A44] C36 = —a®|4,||4;]
C37 = a4|A2||A2| C38 = _a5|A2||A1| C39 = a6|A2|
Matriks kofaktor untuk baris keempat sebagai berikut:
Cs1 = —1/a®|As] Csp = 1/a?|A;]1As] Cyz = —1/alA,||As]
Cas = |A5]145] Cas = —alAsz|[A4] Cs6 = a®|A3]]4;]
Cy7 = —a®|A;]|4,] Cig = a*|A3]]A;] Cao = —as|A3|
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Matrik kofaktor untuk baris kelima sebagai berikut:

Cs1 = 1/a*|A,l Cs, = —1/a®|A,||A,4] Cs3 = 1/a?|A4,]1A,]
Css = —1/alAsz|| A4l Css = |A4]|A4l Cse = —alA4llAs]
Cs7 = a?|A4l|A,] Csg = —a®|A,l|A| Cso = —a*|A,l
Matriks kofaktor untuk baris keenam sebagai berikut:

Co1 = _1/a5|A3| Cor = 1/a*|A;]|4;] Ces = —1/a®|A,||4s]
Ces = 1/a?|A3]|A;] Ces = —1/alA,||As] Ces = |As||As|

Ce7 = —alAs||A;] Cos = a?|As||A,l Ceo = —a°|4s]
Matriks kofaktor untuk baris ketujuh

C71 = 1/a%lA,| Crp = —1/a®|All4,] Cr3 = 1/a*|A,l14,]
Cra = —1/a%|A;]14,] Crs = 1/a?|A4l1A,] Cr6 = —1/alAs|A,|
Cy7 = |AgllA4,] Crs = —alAgllA,] Cr9 = a®|Ag|

Matriks kofaktor untuk baris kedelapan sebagai berikut:

Cg1 = —1/a’|A,| Ca2 = 1/a®|A4l|A,] Cgz = —1/a®| A4 14, ]
Cea = 1/a*|A1145] Ces = —1/a’|A;|| A4l Cee = 1/a*|A;]1As]
Cg7 = —1/alA || Aql Ces = |471144] Cgo = —al4,]
Matriks kofaktor untuk baris kesembilan sebagai berikut:

Cor = 1/a® ] Coy = —1/4a7|A1| Cos = 1/a®|4,|

Cos = —1/a>|A;] Cos = 1/a*|A4l Coe = —1/d%|Ad]

Cy; = 1/a2|A6| Cog = —1/a|A7| Cog = |A8|
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Berdasarkan hasil dari matriks kofaktor-kofaktor yang didapat dari matriks A baris pertama sampai baris kesembilan, maka dapat
dibuat dalam suatu matrik kofaktor, yaitu

Gy

|4l —alA,]| a’| Al —a®|As| a*| Al —a®|A;| a®|A,| —a’|A4| —a®
—a_1|A7| |A;[[A7] —alA;||Ael a2|A1||A5| —a3|A1||A4| a4|A1||A3| _a5|A1||A2| a6|A1||A1| —a’|4,|
a?|Agl —a"'A;llAql |4z 1Al —alA,||As| a?|A;|1A,l —a’|Ay||As] atlA,l14;]  —a®lAyllAL]  ablA,l
—a”?|4s|  a?|A1llAs|  —a7'A,l|As] |A3]|A4s] —alAz]|A,l a’®|A;14s] —a®| 4] a*|AsllA;] —a®|As]

= | a4yl  —a?lA111A4]  a7?AllALl —a M As]|A,l |Agl1A4l —alA,||A;] a?lA4llAzl  —aPlA4llA;l  a*|A,l
—a™|A3]  a*AfllAs] —aTlARlAsl aT?lAsllAsl —aT M AgllAs] |As||A5] —alds|lA;]  a®lAsllAl —a®|As]
a~®lA;]  —a” A4yl aTHARllAl  —aT3lAsllALl aTPlALllALl —aTtAslA,l |A6l1A,] —alAgllA]  a?|As
—a”7|A;l a®lALllAll —aT?lAALl amHMAsllALl —aTRlALlNALL aTEAsllALl —aTMAGllALl 145114, ] —al4,|

a”® —a”7|A,] a”®|4,| —a™%|4;l a™*|A,l —a”3| 4l a™?|Ag| —a~|4,] | 4g|
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9. Selanjutnya dengan perlakuan yang sama maka kita akan mendapatkan
matriks kofaktor dari A;,, dengan proses sebagai berikut:

1 1/a 0 0 0 0
a 1 1/a 0 0 0
0 a 1 1/a 0 0
0 O a 1 1/a O
2 0 0 0 a 1 1/a
70 0o 0 0 a 1
0 0 0 0 0 a
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
-0 0 0 0 0 0

0

(e}

Matriks kofaktor untuk baris pertama sebagai berikut:

Ci1 = |4 Ci2 = —alAg]
Cia = —a®|Aq| Cis = a*|As]
C7 = a®|4;] Cig = —a’|4,|
Cy0 = —a’

Matriks kofaktor untuk baris kedua sebagai berikut:

Cy1 = —1/alAg] Cyy = |A;|]Ag]

Cou = a?|A; 1A Cps = —a®|A||As|
Cpy = —a5|A,||As] C2g = a®|A||4,]

Cy10 = a®l4,]

Matriks kofaktor untuk baris ketiga sebagai berikut:

C31 = 1/a2|A7| C32 = _1/a|A1||A7|

Csq = —alAy||Ag] C3s = a®|4,11A4s]
Cs37 = a*|A,]|45] C35 = —a®|4z]14,]

Cs310 = —a7|A2|

—_
O O Q H?OOO

0 0 0 7
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1/a O 0
1 1/a 0
a 1 1/a
0 a 1 -
Ci3 = a®|4;]
Ci6 = —a5|A4|
€9 = a8|A1|

Cy3 = —alAl|A]

Cr6 = a4|A1||A4|

Cy9 = _a7|A1||A1|

(33 = |Az||A7|

(36 = —a3|A2||A4|

C39 = a6|A2||A1|
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Matriks kofaktor untuk baris keempat sebagai berikut:

Cy1 = _1/a3|A6| Cyy = 1/a2|A1||A6|
Cyq = |A3||A6| Cys = —a|A3||A5|
Cy7 = —a3|A3||A3| Cag = a4|A3||A2|

Cy10 = a6|A3|

Matrik kofaktor untuk baris kelima sebagai berikut:

Cs1 = 1/a*|As| Cs; = —1/a’|A4||4s]
Csa = —1/alAsl|As] Css = |A4l1As]

Cs7; = a®|A4llAs] Csg = —a®| 44|14,
Cs10 = —a°|A4l

Matriks kofaktor untuk baris keenam sebagai berikut:
Co1 = —1/a>|A,| Cor = 1/a*|A;]]A4l
Coa = 1/a*|A3]1A,| Cos = —1/alA4llA,4l
Ce7 = —alAs||A;| Cog = a2|A5||A2|

Ce10 = a4|A5|

Matriks kofaktor untuk baris ketujuh sebagai berikut:

C71 = 1/a®|A;] Crp = —1/a’|A4ll4;]
C,p = —1/a3|As]|As] Cys = 1/a?|A,llA;]
Cr7 = |AgllAs] C,g = —alAgl|A,]
Cr10 = —a®|Aq|

Matriks kofaktor untuk baris kedelapan sebagai berikut:

Cg1 = —1/a’|A,| Caz = 1/a°|A;|14,]
C84— = 1/a4|A3||A2| C85 = _1/a3|A4||A2|

Cg7; = —1/alAgl|A;] Cgg = 14714,

Cg10 = a2|A7|

C73

—1/alA,|lAq]
a?|As]|A,]

—a®|As||4,]

1/a?|A,]|As|
—a|A4 | |A4|

a* |A4 | |A1|

—1/a%|4,1|A,l
145144

—a®|As|1A, |

1/a4|A2||A3|

Cr6 = _1/a|A5||A3|

C79

C83

a® |A6 | |A1|

_1/a5|A2||A2|

Cg6 = 1/a2|A5||A2|

C89

—a|A7||A1|
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Matriks kofaktor untuk baris kesembilan sebagai berikut:

Cor = 1/a®|A,| Cop = —1/a”|A11A,]
Coq = —1/a|A;]14,] Cos = 1/a*|A4l1A]
Co7 = 1/a?|AgllA| Cos = —1/alA;||A,]
Co10 = —aldsl

Matriks kofaktor untuk baris kesepuluh sebagai berikut:

Co1 = —1/a’ Cio2 = 1/a®|4,|
Ci04 = 1/a®|4;] Cios = —1/a%|A,l
Ciro7 = —1/a’| 4| Cios = 1/a|4;|
Cio10 = 40|

Co3 = 1/a6|A2||A1|
Coe = —1/a3|A5||A1|

Coo = |A8||A1|

Cio3 = —1/a7|A2|
Cio6 = 1/a*|As|

Cio9 = 1/a|A8|
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Sehingga matriks kofaktor untuk A, yaitu

Cio
| Aol —al4,| a?| Al —a’|As| a*| A4l —a®|4s] a®| 4, —a’|A,| a®lA,| —a’
—a~!|Ag] |4;]]Ag] —alA||4,] a®|AllAsl  —adlAllAs]  a*lAllAL] —a’lAgllAs]l a®lAqllA,] —a7|AgllAL]l aBlA4]
a~?|4;1  —a A4 ll4] |A;]14] —alA,||Agl a?|A;||A4s] —a3|A,]1A,] a*|A,]14;] —a’|A;l1Az1  a®lAyllALl —a”|A,l
—a”?|4sl  aT?AillAsl  —aT'[A,l| Al |45 A6l —alAzllAs]  a?lAsllALl —a?lAsllAsl atlAsllA,l —ad|AsllALl ablA,]
| aAsl  —aTlAllAs] a7?lALllAsl —aTtAsllAs] |A4llAs] —alA,l|A,l a?|A4llAs] —a|A4llA;]  a*lALllAl —a®|As]
B —a3|Ayl  aTHAllALl —aT3ALlALl a?lAsllALl —aTtALlA,l |As|A4l —alAs||As] a?|Asl|A,| —a®|4s1141]  a*lA,l
a=®lAs]  —a”?lAillAsl  aT*ARllAsl  —aT3lAsllAsl aTPlALllAsl —aTtAs]lAs] |461145] —alAgllAzl  a®lAgllAl  —a®|As]
—a” 7|4, a®lAillA,]  —aTPlARllALl aTHMAsllALl —aTElALllALl aTPAsllALl —aMAgllA,l 147114, —alA;||A{]  a?|4;]
a®lAil —a77IALllA aTtlARllAl —aTPIAslIALl aTHALlIAL —aRlAslALl aTPlAGllAl —aTHA ALl 1AgllA,l —alAg|
—a~? a8 Al —a”7 |4, a”®|4,] —a™%|4;l a™*|A, —a3|As| a?|Ag| —a~|4,] | 4g|
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5.3 Bentuk umum Matriks Kofaktor dari Matriks Toeplitz Bentuk Khusus
Ordenxn
Setelah kita dapat menentukan matriks kofaktor dari matriks toeplitz
tridiagonal dari orde 2 x 2 sampai 10 x 10, maka kita dapat memformulasikan
bentuk umum matriks kofaktor dari matriks toeplitz tridiagonal untuk orde n x n .
Berikut diberikan formulasi umum matriks kofaktor dari matriks toeplitz bentuk
khusus orde n x n  dalam teorema 5.1, serta pembuktiannya menggunakan

pembuktian langsung.

Teorema 5.1 Diberikan A,, suatu matriks toeplitz bentuk khusus berorde n > 2
pada persamaan (1.4) dengan a # 0,a € R maka matriks kofaktor dari matriks
A,, adalah:

—lAn—ll a—n+3 a—n+5 a—n+7 an—S an—l
an—3 |An—1| a—n+3 a—n+5 an—S an—S
C. = an—5 an—3 |An—1| a—n+3 an—7 an—S
n an—7 an—5 an—3 |An—1| an—9 an—7
| gt g3 gntS gnt7 a3 |An—1 |_
Bukti :
Perhatikan matriks berikut
b ¢ 0 O 0 0 0]
a b c O 0 0O
0 a b c 0 0O
A,=|0 0 a b 0 0O dengan a,b,ceR
0 0 0O a c
0 0 00 - 0 a b
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Selanjutnya kita akan membuktikan setiap entri dari matriks kofaktornya.

Mulai dari entri matriks kofaktor baris pertama dan kolom pertama sampai baris

pertama kolom ke n . Selanjutnya baris kedua dan kolom pertama sampai baris

kedua dan kolom ke n. Seterusnya dilakukan hal yang sama sampai baris ke n dan

kolom ke n. Prosesnya diberikan sebagai berikut:

a. Entri baris pertama matriks kofaktor sebagai berikut:

C11 = (_1)2
C12 = (_1)3
Ci= (_1)4 .

0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

n-1

n-1

n-1

= (_1)2|An—l|

=(-D’a|A,_,|

=(-D'a*[A, |

Hal yang sama dilakukan sampai C,,, sehingga kita dapat bentuk umum untuk

entri baris pertama matriks kofaktor, yaitu:
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a c 0 .- 00
0 a b 00
0O 0Oab - 00
Cln:(_l)ml : :(_l)n+lan—1
0 0O a
000 - 0 b,

0O - 0 00
a 0 0O
O ab - 000
C21 = (_1)3 . = (_1)3‘3 |A1—2|
a C
0 a -
b 0 0 0 0O
a c 0 0 0O
0 b c 0 0O
Cp = (_1)4 0 ab 0 0 0 = (_1)4 |A172| b=(-1) |A172| |A1| = (_1)|A1| |A\172|
0O 0 0 - b c
000 - 0 a b,
b ¢ 0 0 0O
a b 0 0 0O
0 a c 0 0O
Cy,= (—1)5 0 0 b 0 0O = (—1)5 .a |A1| |An_3|

o
o
QD

(e

n-1

Hal yang sama dilakukan sampai C,,, sehingga kita dapat bentuk umum untuk

entri baris kedua matriks kofaktor, yaitu:
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Czn — (_1) n+2

c O

C31 = (_1)4

Cs, = (_1)5 .

C33 = (_1)6

0

— (_1) n+2 b an—2 — (_1) n+2 an—Z |A1|

=(-D'c|A4|

n-1

= (_1)5 b.c |A&173| = (_1)5 c |A1| |A\1—3|

n-1

= (=D°|A|A |

n-1

Hal yang sama dilakukan sampai C,,, sehingga kita dapat bentuk umum untuk

entri baris kedua matriks kofaktor, yaitu:
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00 - 00
a 0 0 0
0 0ab - 00
an — (_1)n+3 : — (_1)n+3 an—3 |A2|
0 0 0
0000 - 0 al,

Entri baris ke-4,5,6 dan seterusnya dilakukan dengan cara yang sama, sehingga di

peroleh entri untuk baris ke-n sebagai berikut :

c 00 0 0 O
b ¢ 0 0 0 O
a b c 0 0O
C — _1 n+l — _1 n+l Cn—l
1 =(-1) 0 a b 00 0 (-1)

b 0 O 0 0O

a c 0 0 0O

0 b c 0 0O
C.=(-1 n+2 = (=1 n+2 b.cn—lz_l n+2 Cn—2
2= g g o ~CY (D" " A

0 00 - abc|,

b ¢ O 0 0O

a b 0 0 0O

0 a c 0 0O
C = (=1 n+3 = (=1 n+3cn—3
=D e 0 0 o =LA

000 - abc|,

Hal yang sama dilakukan sampai C_,, sehingga kita dapat bentuk umum untuk

entri baris kedua matriks kofaktor, yaitu:
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b ¢ 00 - 00

a b cO0 - 00

0 aboc¢c - 00
C:_12n :_12n
w=CD" 0 0 b o o =CDTIAY

n-1

Dari perhitungan diatas, diperoleh :

-1%|A.| (-D’alA,| (-D)'alA|
DclALl  CDYAlALl D alAf|A]

(D' ALl D clAllALl (D" |A[A
D e’ [ALl D [Af[ALl (D) c|Al[AL]

(_1)n Cn—Z |A1| (_1)n+1 Cn—3 |A1| |A1| (_1)n+2 Cn—4 |A1| |A2|
I (_1)n+l Cn—l (_1)n+2 Cn—z |A1| (_1)n+3 Cn—3 |A2|

Pembuktian selesai.

(-1)

-D™
(-)™
(-1)

0|

Ta |AlIA]
"t Al (
n+3 n5|A1||A3|

_ n+n—2 |A,],2||Al|
(_1) n+n-1 c |Aﬂ_2|

( )n+1 n-1

1)n+2 n-2 |A1|

1 n+3 n 3 |A2|
n+4 n -4 |A3|

_1 n+n—2 a |An—2|
(_

1)2” c|A| |
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BAB VI
INVERS MATRIKS TOEPLITZ BENTUK KHUSUS

Rumusan umum yang ketiga adalah rumusan umum dari invers matriks
topelitz bentuk khusus. Berikut diberikan proses mendapatkan bentuk umum invers
matriks toeplitz bentuk khususnya.

6.1 Invers Matriks Toeplitz Bentuk Khusus Orde 2 x 2 sampai 10 x 10

1. Menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus untuk orde 2 x 2, yaitu:

PR S
(AZ) - |A2| ad] (AZ)

Berdasarkan Teorema 4.1, |A,| = 0, maka matriks tersebut tidak mempunyai

invers.

2. Menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus untuk orde 3 x 3, yaitu:

(47" = i) = 1o (G
Berdasarkan Teorema 4.1, |A;| = —1, maka diperoleh:
|A,| —a~tA4,] a™? —l4,] a4l —a~?
(A3)7' = Y —alA;l  1AllA]  —a ALl = |ald]  —1A1llAL] a7t A4l
a? —a|A,| |A,] —a? —alA,| —|A,]

3. Menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus untuk orde 4 x 4, yaitu:

1

1
A =——adj(4,) = —(C)T
( 4-) |A4| ] 4-) |A4| 4-)

Berdasarkan Teorema 4.1, |A,| = —1, maka diperoleh:
[ 1Azl  —a™' A, a~?|A,]| —a™
(-t = Ll altel A4l —aTAlA] A,
4 —1|a2|A1| _a|A1||A1| |A1||A2| _a_llAzl |
| - a?la]  —al4,l A4 |
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[ 143l a YAl —aPAl a7
|a|A| —lAdlAz] A4 —a? A |
[—a?|A;]  alA;llA;] —]A4]1A4,] at4,| |
| a®  —a?l4,]  al4, —14,1]

4. Menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus untuk orde 5 x 5, yaitu:

1
(45)"* = [ adiCAs) = g

Berdasarkan Teorema 4.1, |As| = 0, maka matriks tersebut tidak mempunyai

invers.
5. Menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus untuk orde 6 X 6, yaitu:

1
(A4g)™ ' = madj(Ae) (Ce)T

|A6|

Berdasarkan Teorema 4.1, |A¢| = 1, maka diperoleh:

-5

|Ag] —a A, a~?|As| —a~3|A4,| a™*|A| —a
_a|A4.| |A1||A4| _a_1|A1||A3| a_2|A1||A2| _a_3|A1||A1| a_4|A1|
(AG)_l _= a2|A3| _a|A1”A3| |A2”A3| _a_llAzllAzl a_2|A1||A2| _a_3|A2|
1|—ad |A2| a? |A1||A2| _alAzllAzl |A3||A2| _a_1|A1||A3| a_2|A3|
a4|A1| —ad |A1||A1| a2|A1||A2| _a|A1||A3| |A4||A1| _a_1|A4|
—a’ a*|A,| —a3|4,| a?|Asl —alA,l | 45|

6. Menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus untuk orde 7 x 7, yaitu:

(A7)~ t=

——adj(A;) =

(HY

Y

IA |

Berdasarkan Teorema 4.1, |A,| = 1, maka diperoleh:

(A~

|A6| _a_llAsl a_2|A4| _a_3|A3| a_4|Az| —a‘5|A1| a=*®
_alAsl |A1”A5| _a_1|A1||A4| a_2|A1||A3| _a_3|A1||A2| a_4|A1||A1| —a‘5|A1|

1 a2|A4| _a|A1”A4| |A2||A4| _a_1|A2||A3| a_zlAzllAzl _a_3|A1||A2| a_4|A2|
=I _a3|A3| a2|A1”A3| _a|A2||A3| |A3||A3| _a_1|A2||A3| a_2|A1||A3| _a_3|A3|
a4|A2| _a3|A1”A2| a2|A2||A2| _a|A2||A3| |A4||Az| _a_1|A4||A1| a_2|A4|
—a®lAl atAllAl —a®lAllA ]l @?lALllAsl —alAllA,l 145114l —a7!As]

a® —a®|A,| a*|A,| —a3|A;| a?|A,l —al4s| |4l

7. Menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus untuk orde 8 x 8, yaitu:

(A)l_

| Ag

adj(Ag) =

IA |

()T

Berdasarkan Teorema 4.1, |Ag| = 0, maka matriks tersebut tidak mempunyai

invers.
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8. Menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus untuk orde 9 x 9, yaitu:

(4g)7' = !
K |4 |
Berdasarkan Teorema 4.1, |A¢| = —1, maka diperoleh:
|Ag] —a" 4, a 2| Aql —a3|4s]
—alA,] |A111471  —a7tAqllAsl  a?|Aql|As]
a’|Asl  —ald;llAsl |Az]1Agl —a"|A,||As]
—a3|A5| a2|A1||A5| —a|A2||A5| |A3||A5|
(A9)_1 = a4|A4| —a3|A1||A4| a2|A2||A4| —a1|A3||A4|
—a5|A3| a4|A1||A3| —a3|A2||A3| az|A3||A3|
a6|A2| —a5|A1||A2| a4|A2||A2| —a3|A3||A2|
—a7|A1| a6|A1||A1| —a5|A2||A1| a4|A3||A1|
a® —a7|A1| a6|A2| —as|A3|

1

ad](A7) = |A9|

a=*|A,l
—a 73| A4 [1A4l
a=?|Az11A4
—aA3]|A4]
|A411A4l
—at |A4| |A3 |
a? |A4| |A2 |
—a? |A4| |A1 |
a4|A4|

(C)T

—a"°|A;]
a™*|Aq]l45]
—a"3|A,11A;]
a~?|As||Asl
—a" A4l As]
|As||A5]
—a'|As||A;]
a’®|As]|A,]
—a3|A5|

10. Menentukan invers matriks toeplitz bentuk khusus untuk orde 10 x 10, yaitu:

adj(4,) = %(cm)T

(AIO)_l =

Al

Berdasarkan Teorema 4.1, |A,,] = —1, maka diperoleh:

Aol

a~®|4,|
—a~°|4,1|4,]
a~*|A;114,]
—a_3|A3|
a~?|A4114,]
—a~t|As]|A, |
|46 l|A,|
_a|A6| |A1|
a2|A6|

—a7|A,| a8
a ®lA;llA;]  —a77|A4]
—a"°|4,11A;]  a"®|A,]
a *4sl14;]  —a~3|Asl
—a73|AllAL] am*|A,l
a ?|4sl1A;l —a73|As|
—a ' A4gllAl  am?|Agl
|A711A4] —a~14,]

—a|A7| |A8|
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(Ap)7!

| Aol —a~ 4] a”?|4q| —a”3|4s] a™*| A4l —a™%|4;l a™®|4,l —a”7|4,| a”®|A,l —a~?
—alAg] |All4gl  —a7MALllA;l  aT?lAllAgl —aT?lALllAsl  a *ALllALl —aTlAqllAsl a”®lAqllA; ]l —aTTIA ALl a”BlA]
a?lA;l  —a'lAll4;] |A;[14] —a A llAsl  aT?AllAsl  —aTRlARllALl aTHARlIAsl —aTCIALllALl aTClALlALl —aTT A,
—a®|Agl  a?lAillAgl  —aT'A 1Al |4511A6| —a7MA3llAsl  aT?lAsllAll —aTPlAsllAsl atAsllALl —aTlAsllAl amClA,
_ a4|A5| —a3|A1||A5| a_2|A2||A5| —alAsl|As| |A4llAs] —a 1 Ayl|A,l a_2|A4||A3| _a_3|A4||A2| a=*|A4llA,| _a_5|A3|
—as|A4| a4|A1||A4| —a_3|A2||A4| a2|A3||A4| —alA|| Ayl |As||A4l —a_1|A5||A3| a_zlAsllAzl —a_3|A5||A1| a_4|A4|
a®lAsl  —a’lAillAsl  a7HARllAsl —aPlAsllAsl a?lAsllAsl —at|As]IAs] |4611As] —a YAgllAzl  aT?|AgllAl —a®As]
—a7|A2| a6|A1||A2| —a_5|A2||A2| a4|A3||A2| —a3|A4||A2| az|A5||A2| —alAgll4;| |A7[[A,] —a_1|A7||A1| a_2|A7|
a®lA;l  —d’|AillAl aT®lARllALl —allAsllAl atlAullAl —adlAsllAl aPlAgllAl —alA;|14,] |AgllA | —a™|4g]

—a’ a8|A1| —a_7|A2| a6|A2| —as|A3| a4|A4| —a3|A5| a2|A6| —al4,| |Ag|

6.2 Bentuk Umum Invers Matriks Toeplitz Bentuk khusus Orde n X n
Invers matriks toeplitz bentuk khusus orde 2 x 2 sampai 10 X 10 telah diperoleh pada subbab 6.1 . Selanjutnya untuk

bentuk umum invers matriks toeplitz bentuk khusus orde n X n, diperoleh bentuknya disajikan dalam Teorema 6.1, sebagai berikut:

Teorema 6.1 Diberikan matriks toeplitz bentuk khusus A,, berorde n > 2 yang sesuai Persamaan 1.4 dengan a # 0,a € R maka
invers dari matriks A,, adalah:

1. Jikan = 6 (mod 2) ataun = 6 (mod 5) , maka A,, tidak mempunyai invers.

2. Jikan = 6 (mod0) ataun = 6 (mod 1) , maka
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DAL (DatALl  (D'at|AL o (D"a?[A) (1) a
D*at|ALl  CDYAlAL] CDTat|AlAL o (D™ aTC|AlA] (D™ a A
CDfatlA ]l CDPalAllAl  CDOIAAL o (D™ aT[Al|A] (D™ a7 A
A=) AL (DT |AJALl DT AAL e (D™ |AlJA] (D)™ a A

(_1)n an—z |A1| (_1)n+1 an—3 |A1| |A1| (_1)n+2 an—4 |A1| |A2| (_1)n+n—2 |An_2| |A1| (_1)n+n—2 a—l |An_2|
I (_1)n+1 an—l (_1)n+2 an—z |A1| (_1)n+3 an—3 |A2| (_1)n+n—1 a|An72| (_1)2n |An71|

3. Jikajikan = 6 (mod 3) ataun = 6 (mod 4), maka

DAL D*at|A] -D*a?|ALl - (D"a?A] (-D"a "
-D°a‘ ALl (DYAlAL]  DPat|Al|ALl o (D™ at[AlA] (D™ a A
(D' a’ AL (DAt |Al|AL]  CDCA[AL e (D™ |AA] (D) A
Al=— (D’ ALl (D°a’|AlALl DT aAlAL o (D™ aTtIAA] (D)™ aT A

(_1)n an—z |A1| (_1) n+1 an—3 |A1| |A1| (_1) n+2 an—4 |A1| |A2| (_1)n+n—2 |An_2| |A1| (_1)n+n—2 a—l |An_2|
I (_1)n+1 a™! (_1)n+2 a2 |A1| (_1)n+3 am? |A2| (_1)n+n—1 a|An72| (_1)2n |An—1|

Bukti:

1. Jikan = 6 (mod 2) ataun = 6 (mod 5) , maka berdasarkan Teorema 4.1 diperoleh |4,,| = 0, artinya 4,, tidak mempunyai
invers.

2. Jikan = 6 (mod0) ataun = 6 (mod 1), maka berdasarkan Teorema 4.1 diperoleh |4,,| = 1. Sehingga
(4) ™ = pmadj(4,) = 1 (C)" = (€))7, yaitu:



DAL (DatALl  (D'at|AL o (D"a?[A) (1) a
D*at|ALl  CDYAlAL] CDTat|AlAL o (D™ aTC|AlA] (D™ a A
CDfatlA ]l CDPalAllAl  CDOIAAL o (D™ aT[Al|A] (D™ a7 A
A=) AL (DT |AJALl DT AAL e (D™ |AlJA] (D)™ a A

(_1)n an—z |A1| (_1)n+1 an—3 |A1| |A1| (_1)n+2 an—4 |A1| |A2| (_1)n+n—2 |An_2| |A1| (_1)n+n—2 a—l |An_2|
I (_1)n+1 an—l (_1)n+2 an—2 |A1| (_1)n+3 an—3 |A2| (_1)n+n—1 a|An72| (_1)2n |An71|

3.Jikan = 6 (mod 3) ataun = 6 (mod 4), maka berdasarkan Teorema 4.1 diperoleh |4, | = —1. Sehingga
(An) ™ = —=adj(4y,) = = (€))7 = —(C,)T, yaitu:

|Aal

(-=1)°[A.] (-1)’a” A, (D'a”[AL o (D"aA (-"a

(D*a’|ALl  CDUAJAL[  CDTat[Al[AL] o (DT aTTIAJA] (D)™ AT (A

(D% A (D afAlALl DY |AJAL e DT AT AfA] ()" aT A
A=

TR 0 AL T RAAL < 0 Al e

(_1)n an—z |A1| (_1)n+1 an—3 |A1| |A1| (_1)n+2 an—4 |A1| |A2| (_1)n+n—2 |An_2| |A1| (_1)n+n—2 a—l |An_2|
I (_1) n+l an—l (_1) n+2 an—2 |A1| (_1) n+3 an—3 |A2| (_1) n+n-1 a|An72| (_1)2n |An71|




6.3 Beberapa Contoh Invers Matriks Toeplitz Bentuk Khusus
Contoh 6.1 : Diberikan matriks toeplitz bentuk khusus dengan orde 7 x 7.
Tentukan invers matriks tersebut dengan menggunakan bentuk umum yang telah

ada.

r 1 -2 0 0 0 0 0 7
-1/2 1 -2 0 0 0 0
0 -1/2 1 -2 0 0 0
A, =] O 0 -1/2 1 -2 0 0 [dengana = —1/2
0 0 0 -1/2 1 -2 0
0 0 0 0 -1/2 1 -2
[ 0 0 0 0 0 -1/2 1|

Penyelesaian:
Pertama kali akan ditentukan nilai determinan dari matriks tersebut, yaitu:

Ukuran matriks A4 adalah 7 x 7, berdasarkan Teorema 4.1 maka determinan dari
mtriks tersebut bernilai 1 atau |4,| = 1.

Selanjutnya menentukan matriks kofaktor dari matriks toeplitz bentuk khusus
yang berorde 7 x 7, dengan menggunakan Teorema 4.1 dan Teorema 5.1, yaitu:
Entri untuk baris pertama matriks kofaktornya sebagai berikut:

Cii =146l =1

Ci, = —alds| =0

Cis = a?|A,l = —1/4

Cia = —a3|A3] = -1/8

Cis = a*|A;| =0

Cie = —a®|A;] = 1/32

Ci, =a®=1/64

Matriks kofaktor untuk baris kedua sebagai berikut:

Cyy =—a 45| =0

Cy2 = |A4ll45| =0

Cy3 = —alA||A,l = —1/2

Coq = a?lA4l145] = —1/4
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Crs = —a®|A]|Az] =0
Cr6 = a*|A4||A;] = 1/16
Cy7 = —a’|A;| = 1/32

Matriks kofaktor untuk baris ketiga sebagai berikut:

C31 = a 2|44l = —4

Csz = —a™'Al|A;3] = =2
Cs3 = |4,]144] = 0

C3, = —alA,||A3] =0
Css = a?|A,]|A,] = 0

C36 = _a3|A2||A1| =0
C3; = a*l4,| =0

Matriks kofaktor untuk baris keempat sebagai berikut:

Cyy = —a73|4;3] = -8
Ciz = a7 ?|Aql|A5] = -4
Ciz = —a '|A4,llA3] =0
Cia = |45]145] = 1

Cus = —alAsl|Az] =0
Cis = a?|Aql|A5] = —1/4
Cy7 = —a’|A3| = —1/8

Matrik kofaktor untuk baris kelima sebagai berikut:

Cs1 =a*|4,] =0

Cs; = —a™®|4;]|4,]| =0
Cs3 = a™?|4,]|4;1 =0
Css = —a™'|A4,]|A3] =0
Css = |A4llAz] =0

Cse = —alAullA | = —1/2
Cs; = a?|A,l = —1/4
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Matriks kofaktor untuk baris keenam sebagai berikut:
Co1 = —a™>|A;| = 32

Coz = a *|A;l|A;| = 16

Ces = —a3|A4llAz] = 0

Con = a™?|A1|43] = —4

Cos = —a~|A;]|Ay| = =2

Cos = |4sl1A1] =0

Ce7 = —alAs| =0

Matriks kofaktor untuk baris ketujuh sebagai berikut:

1
C71=E=64‘

Cyp = —a>|Ay| = 32
Cr3 =a "4, =0
Crq = —a™%|4;] = -8
Crs = a™?|A4l = —4

Cr6 = 1|A|—()
76 = 1451 =

Cr7 = |A6| =1

Sehingga diperoleh matriks kofaktor dari A, adalah:

1 0 -—1/4 —-1/8 0
0 0 -1/2 —1/4 0

—4 -2 0 0 0
C,=1-8 -4 0 1 0
0o 0 O 0 0

32 16 0 —4 =2

64 32 0 -8 —4

1/32
1/16
0
—1/4
~1/2
0
0

1/64"
1/32
0
~-1/8
—1/4
0

1

Setelah didapat determinan dan matriks kofaktor dari matriks toeplitz bentuk

khusus yang berorde 7 x 7 maka selanjutnya mendapatkan invers matriksnya

menggunakan Teorema 6.1, yaitu:

(4p)~" = ™

1 1
ad](An) = I(Cn)T = (Cn)T
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1 1
(A)7' = ——adj(4¢) = I(C7)T = ()T

|A7]

1 0 -4 -8 0 32 647

0 0 -2 -4 0 16 32

~1/4 -1/2 0 0 0 0 0
Aa)t=|-1/8 -1/4 o 1 0 -4 -8
0 0O 0 0 0 -1/2 -4

1/32 1/16 0 -1/4 —-1/2 0 0

l1/64 1/32 0 -1/8 -1/4 0 1|

Contoh 6.2 : Diberikan matriks toeplitz bentuk khusus dengan orde 10 x 10.

Tentukan invers matriks tersebut dengan menggunakan bentuk umum yang telah

ada.
113 0 0 0 0 0 0 0 0
31 13 0 0 0O 0 0 0 0
o 3 1 1/3 0 0 0 0 0 0
o o 3 1 1/3 0 0 0 0 0
4. -0 0 0 3 1 13 0 0 0 0
o0 o o o 3 1 1/3 0 0 0
o 0 0o O o0 3 1 1/3 0 0
o 0 o0 O O 0 3 1 1/3 0
o 0o o O O o0 o0 3 1 1/3
o o o o O o0 O 0 3 1

dengan a = 3.
Penyelesaian:
Pertamakali kita ditentukan nilai determinan dari matriks tersebut, yaitu:

Ukuran matriks A4 adalah10 x 10, berdasarkan Teorema 4.1 maka determinan
dari mtriks tersebut bernilai 1 atau |A4,,| = —1.

Selanjutnya menentukan matriks kofaktor dari matriks toeplitz bentuk khusus
yang berorde 10 x 10, dengan menggunakan Teorema 4.1 dan Teorema 5.1,
yaitu:

Matriks kofaktor untuk baris pertama sebagai berikut:

Ci11 = |4l = -1

Ci» = —aldg| =0

Ciz3 =a*l4;]1 =9

Cra = —a3|Ag| = =27
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Cis = a*|As| =0

Cie = —a®|A,|l = 243
C,; = a®lA;| = —-729
Cig =—a’|A,| =0
Cy9 = a®lA,| = 6561
Cy10 = —a® = —19683

Matriks kofaktor untuk baris kedua sebagai berikut:

Co1 = —1/aldgl =0
Coz = |A1llAgl =0

Cy3 = —a|A1||A7| =-3
Coy = (12|A1||A6| =9
(5 = _(13|A1||A5| =0
a*|A1A4l = —81

)
N
[e)}

Il

Cy7 = —a®|Aql|45] = 243
Cog = a®|A;]]4,] =0

Cr9 = —a’|A;||A;| = —2187
Cy10 = aB|A;| = 6561

Matriks kofaktor untuk baris ketiga sebagai berikut:

C3 = 1/a*|A;1 =1/9

Csp = —1/alAl|4;| = -1/3
Cs3 = |4,11471 =0

C34 = —alAz||Agl = 0

Css = a?|A,]]As| =0

C36 = —a®|A,||A4] = 0

C37 = a*|A,]]A31 =0

Csg = —a’|Ay||4,] = 0

C3o = a®|A;]|A;] =0
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Matriks kofaktor untuk baris keempat sebagai berikut:

Ciy = —1/a®|Agl = —1/27
Ciz = 1/a*|A411Agl = 1/9
Ci3 = —1/alA;[|Ag]l = 0

Cos = |A3||A6| =-1

Cys = —alAz||As]| =0

Cs6 = a2|A3||A4| =9

Cy7 = —‘13|A3||A3| = =27
C4g = a4|A3||A2| =0

Cyo = _(15|A3||A1| =243
Cs10 = a®|A3| =729

Matrik kofaktor untuk baris kelima sebagai berikut:
Cs1 = 1/a*As| =0

Cs2 = —1/a*|A4||4s] = 0
Css = 1/a?|A;|As| =0

Css = —1/alAsllAs| =0

Css = |A4llAs| =0

Cse = —alAyl|A4l = =3

Cs7 = a?|A4llA3]l =9

Csg = —a’|A4l|4,] =0

Cso = a*|A4l|A;| = 81

Cs10 = —a°|A,| = 243
Matriks kofaktor untuk baris keenam sebagai berikut:
Cor = —1/a°|A,] = 1/243
Cor = 1/a*|A]|A4] = —1/81
Cos = —1/a%|A,]|A4l = 0
Coa = 1/a?|A3]|A4l = 1/9
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1
Ces = _E|A4||A4| = _1/3

Cos = |4sllA4l =0

Ce7 = —alAs||A3] =0

Ces = a*|45]|A,| = 0

Coo = —a*|As||A1] = 0

Ce10 = a*|As| =0

Matriks kofaktor untuk baris ketujuh sebagai berikut:
C;y = 1/a%A;] = —1/729

Crp = —1/a°|A|lAs] = 1/243

Cr3 = 1/a*|A,]1A3] =0

Cra = —1/a®|A5l14;5] = —1/27

1
Crs = F|A4”A3| =1/9

—1/a|A5||A3 = 0]

)
N
o

Il

Cy7 = |AgllAs] = —1

Crs = —alAgllAz] =0
Cro = a?|AgllA;] =9
Cr10 = —a3|Ag| = =27
Matriks kofaktor untuk baris kedelapan sebagai berikut:
Ce1 = —1/a’|A,] =0

Cs, = 1/a®|A4]A4,| =0
Cez = —1/a%|A,11A4,] =0
Ces = 1/a*|A5]1Azl = 0
Cos = —1/a%|A4llA,] =0
Ces = 1/a?|4s]1Azl = 0
Cg7 = —1/alAgllAz] =0
Cgs = 14711421 =0
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Cgo = —alA;[|A] = =3
Cg10 = a?|A;| =9
Matriks kofaktor untuk baris kesembilan sebagai berikut:
Co; = 1/a8|A;| = 1/6561
Cop = —1/a’|A||A;| = —1/2187
Co3 = 1/a®|A,l1A1] =0
Cos = _1/‘15|A3||A1| =1/243
Cos = 1/a*|A,llA;| = —1/81
Cos = —1/a®|As||A;] = 0
Co7 = 1/a?|Agll1A;|l = 1/9
Cog = —1/alA;||A;| = —1/3
Coo = |AgllA;| =0
Co10 = —alAg| =0
Matriks kofaktor untuk baris kesepuluh sebagai berikut:
Cio1 = —1/a° = —1/19683
Cioo = 1/a8|A;| = 1/6561
Cro3 = —1/a’l4,1 =0
Cros = 1/a®|A3| = —1/729
Cios = —1/a®|A,] = 1/243
Cio6 = 1/a*|As| =0
Cio7 = —1/a%|Ag|l = —1/27
Cios = 1/a%|A;| =1/9
Ci00 = 1/alAg| =0
Cio10 = |4g| = -1
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Sehingga diperoleh matriks kofaktor dari 4,, adalah:

Cio
~1
0
1/9
—1/27
0
1/243
~1/729
0
1/6561
|-1/19683

0
0
~1/3
1/9
0
~1/81
1/243
0
—1/2187
1/6561

9

-3

0
0
0
0
0
0
0
0

—27 0 243
9 0 -81
0 0 0
~1 0 9
0 0o -3
1/9 -1/3 0
~1/27 1/9 0
0 0 0
1/243 -1/81 0
~1/729 1/243 0

—729
243

1/9

~1/27

0
0
0
0
0
0
0

0

6561
—2187
0
243
81
0
9
-3

~1/3 0

1/9

0

196831
6561
0
729
243
0
=27
9
0
-1 |

Setelah didapat determinan dan matriks kofaktor dari matriks toeplitz bentuk khusus

yang berorde 10 x 10 maka akan didapatkan invers matriksnya dengan

menggunakan Teorema 6.1 sebagai berikut:

243
—729
0
6561
-—19683

-1 _
4™ =71
-1 _
(410) |Aso]
0 19 —1/27
0 -1/3 1/9
-3 0 0
9 0 -1
0 0 0
—81 0 9
243 0 —27
0 0 0
—2187 0 243
6561 0 —729

243

1/243
~1/81
0
1/9
~-1/3
0

o O O O

adj(A) = %(Cm)T = (Cy)"

—1/729
1/243
0
—1/27
1/9
0
—1
0
9
—27

adj(a,) = 3 (€7 = ()"

S OO OO O oo

-3
9

1/6561
—1/2187
0
1/243
1/81
0
1/9
-1/3
0
0

1/196831
1/6561
0
1/729
1/243
0
—1/27
1/9
0
-1
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BAB VII
PENUTUP

7.1 Kesimpulan

Berdasarkan dari pembahasan sebelumnya kita ketahui bahwa untuk

mendapatkan invers matriks toeplitz bentuk khusus dengan menggunakan metode

adjoin terlebih dahulu kita menentukan nilai determinan dari matriks tersebut.

Selanjutnya kita menentukan matriks kofaktornya yang ditransposkan yang

disebut adjoin dari matriks awal.

Barulah akhirnya dengan mensubstitusi

kepersamaan invers matriks Kita dapat invers matriks toeplitz bentuk khusus.

Berikut diberikan bentuk umum dari determinan, matriks kofaktor dan inversnya.

1. Bentuk umum dari determinannya matriks toeplitz bentuk khusus,

yaitu:
0, jikan = 6 (mod 2) ataun = 6 (mod 5)
14| = 1 jikan = 6 (mod 0) ataun = 6 (mod 1)
" -1 jikan = 6 (mod 3) ataun = 6 (mod 4)

2. Bentuk umum matriks kofaktor dari matriks toeplitz bentuk khusus,

yaitu:
(-2[A, (-17alA,_| (-D*a’ A (-D"a"* |A
-atAL  (D'[Al[A (-1)° a|A[|A, | (=" a"* [Al|A] (
D'a-*|ALl (D at[Al|ALl (D [A[[AL o (DA™ Al[A] (
(-1)° a’s\/\_4\ (-0)° a’z\/&\\/x-4\ (-3’ a’l\/&\\/x-4\ (-1 a™ 5\/\\\Ag

C A Al A] T A 1)”*“\%\\&\

I ( 1)n+l a—n+1 ( 1)n+2 -n+2 ‘Ai‘ ( 1)n+3 -n+3 ‘Az‘ n+n -1 —1‘&_2‘

3. Bentuk umum dari invers matriks toeplitz bentuk khusus, yaitu:
a. Jikan = 6 (mod 2) ataun = 6 (mod 5) , maka A, tidak
mempunyai invers.
b. Jikan = 6 (mod0) ataun = 6 (mod 1) , maka

( 1)n+1an—1

1)n+2 n-2 ‘Al‘
n+3 n -3 ‘Ag‘
1)n+4 n-4 ‘Ag‘

n+n 2 ‘A1 2‘
1)2n A
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~0%|A| (-D*a™[A,,| (-D*a” |A | (-D"a™*|A) (-p™a™
(W) PR 2Rl - Cna AL e
(O @A (AR DA <1>”+2 o A][A] (4]
A= e AL 1)6a2|A||An_4| (—1)7a1|A2||An_4| el ey
(e P RIAL e A P AR (e
YAt ety (1)“3 " |ay (D"alAL (DA
C.]ikanE 6 (mod 3) ataun = 6 (mod 4), maka
(-D?A,| (-D*a™[A, | (-D*a” |A, | (-D"a™?|A] (-n™a™
N N N I T N e & L Y= K'Y
-D*a’ AL (D a'|AlJAL]  CDYAJJAL] o (D™ AJA] (D™ AT A
Al=-

(_1) n+l an—l

n (_1)5 a3 |An—4| (_1)6 a2 |A2||An—4|

(_1)n+2 an—Z |A1|

(D" a'[A[[A,]

(_1)n an—2 |A1| (_1)n+1 an—3 |A1||A1| (_1)n+2 an—4 |A1||A2|

(_1)n+3 an—3 |A2|

(_1)n+3 a—f1+5 |A1| |A3|

(D™ A |A]
(_1) n+n-1 a |An_2 |

(_1)n+4 a—n+4 |A3|

(_l) n+n-2 a—l |An_2|
(_1)2n |An—1|

7.2 Saran

Penelitian ini hanya membahas mengenai bentuk umum invers matriks
toeplitz bentuk khusus dengan menggunakan metode adjoin. Disarankan para
pembaca dapat melanjutkan hal-hal yang berhubungan dengan determinan, seperti
nilai eigen dan vektor eigen. Atau dapat melanjutkan dengan menentukan invers

matriks tetapi terhadap matriks yang lain.
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